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ПРОСТРАНСТВАХ 

В евклидовых пространствах исследуется локальная структура нормально 
плоских риччи-полусимметрических подмногообразий коразмерности три с двумя 
группами главных векторов кривизны. 
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Римановы риччи-полусимметрические многообразия, характеризуемые 
полупараллельностью тензора Риччи, являются естественными обобщениями 
симметрических, эйнштейновых и полусимметрических многообразий (см. [1]). 
Они исчерпываются, в основном, произведениями эйнштейновых и полуэйнш-
тейновых многообразий [2]. Примеры полуэйнштейновых подмногообразий в 
виде конусов над эйнштейновыми подмногообразиями были приведены в 
работах [3-8]. В настоящей работе дается геометрическое описание двух клас-
сов нормально плоских риччи-полусимметрических подмногообразий кораз-
мерности три с двумя группами главных векторов кривизны (г.в.к. ). 

Пусть M  является m -мерным нормально плоским риччи-полусимметри-

ческим подмногообразием коразмерности три в евклидовом пространстве 3mE   

и M  допускает только две группы регулярных г.в.к. )1(W  и )2(W , причём 
)1(W  содержит только два неколлинеарных регулярных г.в.к. 1n  и 2n  с крат-

ностями ,21 p 2 2p   соответственно, а )2(W  содержит или только один 

регулярный г.в.к. 3n  кратности 3 2p  , или же два неравных коллинеарных 

г.в.к. 3n , 4n  кратностей 3 2,p  4 2p  . Поскольку в обоих случаях мы будем 

проводить аналогичные рассуждения, то рассмотрим первый случай, а для 
второго случая просто сформулируем результат. Отметим, что в обоих 
случаях индекс регулярности подмногообразия M  равен трём. При указан-
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ных условиях группа )0(W  сингулярных г.в.к. может содержать только нуле-
вой г.в.к. кратности  , что мы и будем предполагать. Как мы знаем, векторы 

1n  и 2n  ортогональны вектору 3n . Можно доказать, что в рассматриваемом 

случае подмногообразие M , вообще говоря, является существенно риччи-
полусимметрическим, т.е. не удовлетворяет более сильным условиям 
полупараллельности или полусимметричности.  

Поскольку группы )1(W  и )2(W  соответствуют разным собственным зна-

чениям Тензора Риччи, то будем считать, что группа )1(W  соответствует соб-

ственному значению 1 , a группа )2(W − собственному значению 2 . Группа 

)0(W , как мы знаем, соответствует нулевому собственному значению тензора 

Риччи. Так как векторы 1n , ,2n  3n  имеют кратности, то 1  и 2  также имеют 

кратности. Цель настоящей работы − дать геометрическое описание подмно-
гообразия, удовлетворяющего указанным условиям.  

Пусть 1( ) ,n
xT  2( ) ,n

xT  3( )n
xT  обозначают собственные подпространства, 

соответствующие векторам 1n , ,2n  3n  в касательном пространстве ( )xT M            

( 1( )
1dim n

xT p , 2( )
2dim n

xT p , 3( )
3dim n

xT p ). Из этих условий следует, что 

подпространства (0)
xT  и xT   совпадают ( (0)dim dimx xT T     ). Как нам 

известно, подпространство xT  , а следовательно и (0)
xT , соответствуют нуле-

вому г.в.к. Распределения 1( ) ,nT  2( ) ,nT  3( )nT  интегрируемы, а их интегральные 

многообразия являются сферами размерностей 1p , 2p , 3p  соответственно. Эти 

сферы мы будем обозначать через 1pS , 2pS , 3pS . Распределение (0)T  также 

интегрируемо, а его интегральное многообразие представляет собой 

плоскость размерности  , которую обозначим через L .  

Поскольку группа )1(W  соответствует собственному значению 1 , то 

прямая сумма 1 2( ) ( )
1( ) n n

x xx T T    является собственным подпространством 

тензора Риччи, соответствующим значению 1 . Тогда подпространство 

3( )
2 ( ) n

xx T   является собственным подпространством тензора Риччи, соответ-

ствующим значению 2 . Далее мы будем рассуждать точно так же, как и в 

[2] и [8]. Подпространства 1 2( ), ( )x x   будут инвариантны относительно 

операторов кривизны ( , )R X Y , поскольку последние коммутируют с тензо-
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ром Риччи (подробности см. в [2], [8]). Продолжая подпространства 

1 2( ), ( )x x   методом З. Сабо [9] (процедура подробно описана в [2] при 

доказательстве теоремы 3.1), можем построить параллельные распределения 

1 2,    такие, что 1 1 2 2( ) ( ), ( ) ( )x x x x        (отметим, что расшире-

ние подпространств 1 2( ), ( )x x   происходит только за счёт 
)0(

xT , которое в 

настоящем случае совпадает с собственным подпространством тензора Риччи 

1R , соответствующим нулевому собственному значению). Так же, как и в [8], 

можем доказать, что распределения 1 2,    сопряжены относительно второй 

фундаментальной формы 2  подмногообразия M . Таким образом, распре-

деления 1 2,    параллельны в римановой связности на M  и сопряжены 

относительно второй фундаментальной формы 2 . Следовательно, подмно-

гообразие M  разлагается, в общем случае, в прямое произведение двух риччи-

полусимметрических подмногообразий (1)M , (2)M  (которые являются, соот-

ветственно, интегральными многообразиями распределений 1 2,   ) и неко-

торой плоскости (которая представляет собой оставшуюся часть от 
)0(

xT ). 

Разумеется, что структура этого произведения существенно зависит от размер-

ности распределения 
)0(T . Например, если 0   , то распределения 

1 2,   будут совпадать, соответственно, с распределениями 1 2,   . В этом 

случае подмногообразие M  разлагается в прямое произведение двух эйншт-
ейновых (но не риччи-плоских) подмногообразий.  

Поскольку подмногообразие (1)M  является интегральным многообра-

зием распределения 1,  причём 1( )x  представляет собой расширение под-

пространства 1 2( ) ( )
1( ) n n

x xx T T   , то (1)M  будет нормально плоским риччи-

полусимметрическим (точнее, полуэйнштейновым) подмногообразием суще-
ственной коразмерности два с одним ненулевым собственным значением 

тензора Риччи 1  и двумя неколлинеарными г.в.к. (напомним, что )1(W  со-

держит два неколлинеарных регулярных г.в.к. 1n  и 2n ), причём его индекс 

дефектности равен индексу относительной дефектности. Согласно [7], под-

многообразие (1)M  является или прямым произведением гиперсфер 1pS , 2pS  и 

некоторой плоскости, или прямым произведением гиперсферы 1pS , конуса 
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вращения над гиперсферой 2pS  и некоторой плоскости, или прямым произве-

дением двух конусов вращения, соответственно, над сферами 1pS , 2pS  и не-
которой плоскости, или прямым произведением конуса вращения над произ-

ведением 1 2p pS S  и некоторой плоскости. 

Рассмотрим теперь подмногообразие (2)M , которое фактически является 
полуэйнштейновой гиперповерхностью с одним ненулевым собственным 

значением тензора Риччи 2  и одним кратным г.в.к. 3n , причём его индекс 

дефектности равен индексу относительной дефектности. Такое подмногообразие 
(2)M  локально является или прямым произведением гиперсферы 3pS  и неко-

торой плоскости, или прямым произведением гиперконуса вращения над 3pS  
и некоторой плоскости. Итак, справедлива следующая теорема. 

 Теорема 1. Пусть M  является m -мерным нормально плоским риччи-
полусимметрическим подмногообразием коразмерности три в евклидовом 

пространстве 3mE   и M  допускает только две группы регулярных г. в. к. 

)1(W  и )2(W , причём )1(W  содержит только два неколлинеарных вектора 1n  

и 2n  кратностей ,21 p 2 2p   соответственно, а )2(W  содержит только 

один вектор 3n  кратности 3 2p  . Предположим также, что группа (0)W  

сингулярных г.в.к. содержит только нулевой вектор. Тогда M  является 
открытой частью одного из следующих прямых произведений: 

(1) (2) (3)
3 ,C C C L    3(1) (2)

2 ,pC C S L    

3(1)
1

pC S L  , (1) (3)
2 ,C C L   31 2 pp pS S S L   , 

где (1) (2) (3), ,C C C  гиперконусы вращения, соответственно, над сферами 

1pS , 2pS , 3pS ; (1)C   конус над прямым произведением сфер 1pS , 2pS , а 

1 2, ,L L L    плоскости соответствующих размерностей;   индекс де-

фектности, который по условию теоремы равен индексу относительной де-
фектности  .  

Теперь рассмотрим случай, когда группа )1(W  содержит только два некол-

линеарных регулярных г.в.к. 1n  и 2n  кратностей, соответственно, ,21 p

,22 p  а )2(W  содержит два неравных коллинеарных г.в.к. 3n , 4n , кратно-

стей 3 2,p  4 2p  . В этом случае имеем четыре распределения 1( ) ,n
xT  2( ) ,n

xT  
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3( )n
xT , 4( )n

xT , которые, как мы знаем, интегрируемы, а их интегральные много-

образия являются сферами размерностей 1p , 2p , 3p , 4p , которые обозначим 

через 1pS , 2pS , 3pS , 4pS . Поскольку группа )1(W  соответствует собствен-

ному значению 1 , a группа (2)W   собственному значению 2 , то прямая 

сумма 1 2( ) ( )
1( ) n n

x xx T T    является собственным подпространством тензора 

Риччи, соответствующим собственному значению 1 , a прямая сумма 

3 4( ) ( )
2 ( ) n n

x xx T T    является собственным подпространством тензора Риччи, 

соответствующим собственному значению 2 . Рассуждая точно так же, как и 

в первом случае, получим, что подмногообразие M  и в этом случае является 

прямым произведением подмногообразий (1)M  и (2)M , которые являются 

интегральными многообразиями распределений 1 2,   . Геометрия подмного-

образия (1)M  является точно такой же, как и в первом случае. Однако в 

настоящем случае подмногообразие (2)M  является полуэйнштейновой гипер-

поверхностью с одним ненулевым собственным значением тензора Риччи 2  

и двумя кратными неравными коллинеарными г.в.к. 3n  и 4n , причём его 

индекс дефектности равен индексу относительной дефектности. Геометри-
ческое строение такой гиперповерхности приведено в [4]. Согласно пункту (е) 

классификационной теоремы, доказанной в этой работе, (2)M  представляет 

собой прямое произведение 3 4 1p pK L   , где L  некоторая плоскость 

(возможно, нулевой размерности), а 3 4 1p pK     полуэйнштейнова гиперповер-
хность, которая представляет собой конус над прямым произведением 

3 4p pS S , которое, в свою очередь, является эйнштейновым подмногообра-
зием и принадлежит гиперсфере объемлющего пространства. С учётом 
результатов теоремы 1 можем сформулировать следующую теорему. 

 Теорема 2. Пусть M  является m -мерным нормально плоским риччи-
полусимметрическим подмногообразием коразмерности три в евклидовом 

пространстве 3mE   и M  допускает только две группы регулярных г.в.к. 

)1(W  и )2(W , причём )1(W  содержит только два неколлинеарных вектора 1n  

и 2n  кратностей ,21 p 2 2p   соответственно, а )2(W  содержит только 

два неравных коллинеарных вектора 3n , 4n  кратностей 3 2,p  4 2p  . 

Предположим также, что группа (0)W  сингулярных г.в.к. содержит только 
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нулевой вектор. Тогда M  является открытой частью одного из следующих 
прямых произведений: 

3 4 1(1) (2)
3,

p pC C K L
 

    3 32 1(1)
2

p ppC S K L
 

   , 

3 4 1(1)
2

p pC K L
 

  , 3 31 2 1
1

p pp pS S K L
 

   , 

где (1) (2),C C  гиперконусы вращения, соответственно, над сферами 1pS , 

2pS ; (1)C  конус над прямым произведением сфер 1pS  и 2pS ; 3 4 1p pK    конус 

над прямым произведением сфер 3pS  и 4pS  (как это было описано выше); 

1 2 3, ,L L L      плоскости соответствующих размерностей, а   индекс де-

фектности, который по условию теоремы равен индексу относительной де-
фектности  .  
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Վ.Ա. ՄԻՐԶՈՅԱՆ, Գ.Ս. ՄԱՉԿԱԼՅԱՆ, Ա.Ռ. ՆԱԶԱՐՅԱՆ 

ԵՐԵՔ ԿՈՉԱՓԱՆԻ ՐԻՉՉԻ-ԿԻՍԱՍԻՄԵՏՐԻԿ 
ԵՆԹԱԲԱԶՄԱՁԵՎՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ԵՐԿՈԻ ԴԱՍԵՐԻ 

ԵՐԿՐԱՉԱՓՈՒԹՅՈՒՆԸ ԷՎԿԼԻԴԵՍՅԱՆ ՏԱՐԱԾՈԻԹՅՈԻՆՆԵՐՈԻՄ 

Էվկլիդեսյան տարածություններում հետազոտվում է կորության գլխավոր վեկտոր-
ների երկու խումբ ունեցող երեք կոչափանի նորմալ հարթ Րիչչի – կիսասիմետրիկ են-
թաբազմաձևությունների լոկալ կառուցվածքը:  

Առանցքային բառեր. Րիչչի – կիսասիմետրիկ ենթաբազմաձևություններ, կիսա-
էյնշտեյնյան ենթաբազմաձևություններ, ուղիղ արտադրյալներ, կոն:  

V.A. MIRZOYAN, G.S. MACHKALYAN, A.R. NAZARYAN 

GEOMETRY OF THE TWO CLASSES OF RICCI-SEMISYMETRIC 
SUBMANIFOLDS OF CODIMENSIONALITY THREE IN EUCLIDEAN SPACES 

In Euclidean space, the local structure of normally flat Ricci-semi-symmetric 
submanifolds of codimensionality three with two groups of principal curvature vectors is 
investigated. 

Keywords: Ricci-semi-symmetric submanifolds, semi-Einstein submanifolds, direct 
products, cone. 
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И.В. ОГАНИСЯН 

ОБ ОДНОЙ ОЦЕНКЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ ТЕЙЛОРА 

АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ КЛАССОВ     1 0N
 

М.М. Джрбашян обобщил класс мероморфных в единичном круге функций Р. 

Неванлинны, вводя классы N  и произведения    , 1B . В работе получены 

оценки для коэффициентов Тейлора произведений Бляшке и исследована достаточ-
ность известных оценок для коэффициентов Тейлора специальных функций из 

    0 , 1 0.N N  

Ключевые слова: классы М.М. Джрбашяна, произведение Бляшке, произведение 
Джрбашяна, коэффициенты Тейлора. 

М.М. Джрбашяном [1, глава IX], [2] введены в рассмотрение классы 

    1N  мероморфных в единичном круге функций и установлено их 

параметрическое представление. 


