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УДК 517.95 

Г.М. АЙРАПЕТЯН, В.Г. ПЕТРОСЯН 

О ЗАДАЧЕ ДИРИХЛЕ ДЛЯ БИГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ  
В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ  

В единичном круге комплексной плоскости рассматривается граничная задача 
Дирихле в классе бигармонических функций в случае, когда граничные функции 

принадлежат ܮଵሺߩሻ, где ߩሺݐሻ ൌ |1 െ ߙ ,ఈ|ݐ െ действительное число. Установлено, что 

эта задача нормально разрешима. 
Ключевые слова: задача Дирихле, весовое пространство, граничное условие, 

бигармоническая функция. 

1. Пусть ܶ ൌ ሼݖ: |ݖ| ൌ 1ሽ െ единичная окружность, ܦା ൌ ሼݖ: |ݖ| ൏ 1ሽ. 
Рассматривается следующая граничная задача: определить функцию ݑሺݖሻ, 
ݖ ∈  ା так, чтобы она удовлетворяла уравнениюܦ

 Δଶݑ ൌ 0 (1) 

и граничным условиям 

 lim
௥→ଵି଴

ቛడ
ೖ௨ሺ௥௧ሻ

డ௥ೖ
െ ௞݂ሺݐሻቛ

௅భሺఘೖሻ
ൌ 0, ݇ ൌ 0,1,  (2) 

где ߩ଴ሺݐሻ െ весовая функция вида ߩ଴ሺݐሻ ൌ |1 െ ;ఈ|ݐ ߙ െ действительное число; 
ሻݐଵሺߩ ൌ ሻ|1ݐ଴ሺߩ െ ,|ݐ ‖∙‖௅భሺఘೖሻ െ норма пространства ܮଵሺߩ௞ሻ, ݇ ൌ 0,1; ௞݂ሺݐሻ െ 

действительные функции на ܶ такие, что ௞݂ሺݐሻ ∈ ,௞ሻߩଵሺܮ ݇ ൌ 0, 1. 
Задача (1), (2) в классической постановке, когда ௞݂ и решение ݑ െ доста-

точно гладкие функции в ܦା, исследована в работах [1], [2]. Эта задача, когда 
ሻݐଵሺߩ ൌ -ሻ, исследована в [3], где установлено, что она нормально разреݐ଴ሺߩ
шима. В работе [4] данная задача исследована в случае, когда ߩଵሺݐሻ ൌ ሻݐ଴ሺߩ ൌ
ൌ |1 െ ,ఈ|ݐ ߙ ∈ ሺെ1; 0ሿ, где установлено, что однородная задача имеет только 
тривиальное решение и неоднородная задача разрешима для любых функций 

௞݂ሺݐሻ ∈  .௞ሻߩଵሺܮ
В настоящей работе устанавливается, что задача (1), (2) нормально раз-

решима, при этом, если ߙ ൑ െ1, предлагается следующая формулировка этой 
задачи, а именно: 

 lim
௥→ଵି଴

ቛడ
ೖ௨ሺ௥௧ሻ

డ௥ೖ
െ ௞݂ሺݐሻቛ

௅భሺఘೖሺ௥ሻሻ
ൌ 0, ݇ ൌ 0, 1,  (3) 

где ߩ௞ሺݐݎሻ ൌ |1 െ ௡ା௞|1|ݐݎ െ ݊ ఈି௡ и|ݐ ൌ ቄ
,ߙ если	ߙ െ целое,

ሾߙሿ ൅ 1, если	ߙ െ нецелое. 
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2. Лемма 1. Пусть ߙ ൑ െ1. Тогда однородная задача (1), (3) имеет 
только тривиальное решение, то есть, если ௞݂ሺݐሻ ≡ 0, ݇ ൌ 0,1, ݐ ∈ ܶ, то ݑሺݖሻ ≡ 0. 

Доказательство. Хорошо известно, что общее решение уравнения (1) 
можно представить в виде (см. [2]) 

ሻݖሺݑ  ൌ Re൫Φ଴ሺݖሻ ൅ ሺ1 െ ,ሻ൯ݖଶሻΦଵሺ|ݖ| ݖ ∈  ା,  (4)ܦ

где Φ௞ሺݖሻ, ݇ ൌ 0,1 െ произвольные аналитические функции в ܦା такие, что 
ImΦ௞ሺ0ሻ ൌ 0, ݇ ൌ 0,1, причем функции Φ௞ሺݖሻ однозначно определяются через 
функцию ݑሺݖሻ. Подставляя ݑሺݖሻ в первое условие (3), при ଴݂ ≡ 0 получаем 

lim
௥→ଵି଴

ฮRe൫Φ଴ሺݐݎሻ ൅ ሺ1 െ ሻ൯ฮ௅భሺఘబሺ௥ሻሻݐݎଶሻΦଵሺݎ
ൌ 0. 

Обозначив  

Re൫Φ଴ሺݐݎሻ ൅ ሺ1 െ ሻ൯ݐݎଶሻΦଵሺݎ ൌ ଴݂௥ሺݐሻ, 

получим ‖ ଴݂௥ሺݐሻ‖௅భሺఘబሺ௥ሻሻ → 0 и 

Φ଴ሺݖݎሻ ൅ ሺ1 െ ሻݖݎଶሻΦଵሺݎ ൌ
1
݅ߨ2

න ଴݂௥

்

ሺݐሻ
ݐ ൅ ݖ
ݐ െ ݖ

ݐ݀
ݐ
൅  ,଴௥ܥ݅

где ܥ଴௥ െ некоторое действительное число. Переходя к пределу ݎ → 1 െ 0, 
для произвольного ݖ; |ݖ| ൏ 1 получаем Φ଴ሺݖሻ ൌ ଴ܥ ଴, гдеܥ݅ െ действительное 
число. Из второго условия (2) получаем 

lim
௥→ଵି଴

ብRe ቆെ2ݎΦଵሺݐݎሻ ൅ ሺ1 െ 	ݐଶሻݎ
߲Φଵሺݐݎሻ

ݎ߲
ቇብ

௅భሺఘభሺ௥ሻሻ

ൌ 0, 

где ߩଵሺݐሻ ൌ ሻ|1ݐ଴ሺߩ െ  Учитывая результаты работы [4], получаем .|ݐ

െ2ݎΦଵሺݖݎሻ ൅ ሺ1 െ 	ݖଶሻݎ
߲Φଵሺݖݎሻ

ݎ߲
ൌ

1
ሺ1݅ߨ2 െ ሻݖ

න ଵ݂௥

்

ሺݐሻሺ1 െ ሻݐ
ݐ ൅ ݖ
ݐ െ ݖ

ݐ݀
ݐ
൅  ,ଵ௥ܥ݅

где 

ଵ݂௥ሺݐሻ ൌ Re ቆെ2ݎΦଵሺݐݎሻ ൅ ሺ1 െ 	ݐଶሻݎ
߲Φଵሺݐݎሻ

ݎ߲
ቇ,	 

‖ ଵ݂௥‖௅భሺఘభሻ → ଵ௥ܥ ,0 െ некоторое действительное число. Переходя к пре-
делу, при ݎ → 1 െ 0 получаем Φଵሺݖሻ ൌ ଵܥ ଵ, гдеܥ݅ െ некоторое действитель-
ное число. Тем самым получаем из (4) ݑሺݖሻ ≡ 0.  

Скажем, что числа ሼܥ௞ሽ଴
௡ принадлежат классу ܵ଴ሺ݊ሻ, если  
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௞ܥ  ൌ ሺെ1ሻ௞ܥ௡ି௞തതതതതത, ݇ ൌ 0,1, … , ݊.  (5) 

Лемма 2. Пусть ߙ ൐ െ1. Тогда общее решение однородной задачи (1), 
(2) можно представить в виде 

ሻݖሺݑ  ൌ Re൫Φ଴ሺݖሻ ൅ ሺ1 െ ,ሻ൯ݖଶሻΦଵሺ|ݖ| ݖ ∈   ାܦ

где 

 ቐ
Φ଴ሺݖሻ ൌ ∑ ஺ೖ

ሺଵି௭ሻೖ
௡
௞ୀ଴ 	 ,

Φଵሺݖሻ ൌ
௭

ଶ

డ஍బሺ௭ሻ

డ௭
െ ଵ

ଶ
∑ ஻ೖ

ሺଵି௭ሻೖ
	௡ାଵ

௞ୀ଴ ,
  (6) 

причем числа ሼܣ௞ሽ଴
௡ принадлежат классу ܵ଴ሺ݊ሻ, а числа ሼܤ௞ሽ଴

௡ାଵ െ ܵ଴ሺ݊ ൅ 1ሻ. 
Доказательство. Учитывая (4), из первого условия (2) получаем 

Φ଴ሺݖݎሻ ൅ ሺ1 െ ሻݖݎଶሻΦଵሺݎ

ൌ
1

ሺ1݅ߨ2 െ ሻ௡ݖ
න ଴݂௥

்

ሺݐሻሺ1 െ ሻ௡ݐ
ݐ ൅ ݖ
ݐ െ ݖ

ݐ݀
ݐ
൅෍

௞ܣ
ሺ1 െ ሻ௞ݖ

௡

௞ୀ଴

	. 

Переходя к пределу при ݎ → 1 െ 0 и учитывая, что ଴݂௥ → 0 в ܮଵሺߩ଴ሻ, 
при ݎ → 1 െ 0 получаем 

Φ଴ሺݖݎሻ ൌ ෍
௞ܣ

ሺ1 െ ሻ௞ݖ

௡

௞ୀ଴

. 

Из второго условия (2) будем иметь 

ݖ
߲Φ଴ሺݖݎሻ

ݖ߲
െ ሻݖݎΦଵሺݎ2 ൅ ሺ1 െ ଶሻݎ

߲Φଵሺݖݎሻ

ݖ߲

ൌ
1

ሺ1݅ߨ2 െ ሻ௡ାଵݖ
න ଵ݂௥

்

ሺݐሻ
ݐ ൅ ݖ
ݐ െ ݖ

ݐ݀
ݐ
൅෍

௞ܤ
ሺ1 െ ሻ௞ݖ

௡

௞ୀ଴

	. 

Переходя к пределу, при ݎ → 1 െ 0 получаем 

ݖ
߲Φ଴ሺݖሻ

ݖ߲
െ 2Φଵሺݖሻ ൌ ෍

௞ܤ
ሺ1 െ ሻ௞ݖ

௡ାଵ

௞ୀ଴

	. 

Тем самым 

Φଵሺݖሻ ൌ ෍ݖ
௞ܣ

ሺ1 െ ሻ௞ାଵݖ

௡

௞ୀ଴

െ෍
௞ܤ

ሺ1 െ ሻ௞ݖ

௡ାଵ

௞ୀ଴

	. 



35 

Лемма 2 доказана. 
3. Теорема 1. Пусть ߙ ൑ െ1. Тогда общее решение граничной задачи 

(1), (3) можно представить в виде ݑሺݖሻ ൌ Re൫Φ଴ሺݖሻ ൅ ሺ1 െ  ሻ൯, гдеݖଶሻΦଵሺ|ݖ|
Φ଴,Φଵ െ аналитические в ܦା функции, определяемые формулами  

Φ଴ሺݖሻ ൌ
1

ሺ1݅ߨ2 െ ሻ௡ݖ
න ଴݂ሺݐሻሺ1 െ ሻ௡ݐ

ݐ െ ݖ
ݐ݀

்

, 

Φଵሺݖሻ ൌ
ݖ
2
߲Φ଴ሺݖሻ

ݖ߲
൅

1
ሺ1݅ߨ2 െ ሻ௡ାଵݖ

න ଵ݂ሺݐሻሺ1 െ ሻ௡ାଵݐ

ݐ െ ݖ
ݐ݀

்

, 

причем 

නݐ௞ ଴݂ሺݐሻ݀ݐ ൌ 0, න ௞ݐ ଵ݂ሺݐሻ݀ݐ ൌ 0, ݇ ൌ 0, 1, … , ݊
்்

. 

Доказательство. Так как общее решение уравнения (1) представимо в 
виде 

ሻݖሺݑ ൌ Re൫Φ଴ሺݖሻ ൅ ሺ1 െ  ,ሻ൯ݖଶሻΦଵሺ|ݖ|

где Φ଴, Φଵ െ аналитические функции в ܦା, из первого условия (3) получаем 

 lim
௥→ଵି଴

ฮRe൫Φ଴ሺݐݎሻ ൅ ሺ1 െ ሻ൯ݐݎଶሻΦଵሺݎ െ ଴݂ሺݐሻฮ௅భሺఘబሺ௥ሻሻ
ൌ 0.  (7) 

 
Из (7) следует что (см. [3])  

 Φ଴ሺݖሻ ൌ
ଵ

ଶగ௜ሺଵି௭ሻ೙
׬

௙బሺ௧ሻሺଵି௧ሻ೙

௧ି௭
்ݐ݀ .  (8) 

Так как 

lim
௥→ଵି଴

ብRe ቆݐ
߲Φ଴ሺݐݎሻ

ݎ߲
െ ሻݐݎΦଵሺݎ2 ൅ ሺ1 െ ݐଶሻݎ

߲Φଵሺݐݎሻ

ݎ߲
ቇ െ ଵ݂ሺݐሻብ

௅భሺఘభሻ

ൌ 0, 

то получаем 

ݖ
߲Φ଴ሺݖሻ

ݖ߲
െ ሻݖΦଵሺݎ2 ൌ

1
ሺ1݅ߨ2 െ ሻ௡ାଵݖ

න ଵ݂ሺݐሻሺ1 െ ሻ௡ାଵݐ

ݐ െ ݖ
ݐ݀

்

 

и 

 Φଵሺݖሻ ൌ
௭

ଶ

డΦబሺ௭ሻ

డ௭
െ ଵ

ଶగ௜ሺଵି௭ሻ೙శభ
׬

௙భሺ௧ሻሺଵି௧ሻ೙శభ

௧ି௭
்ݐ݀ .  (9) 
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Следовательно, величина ݑሺݖሻ представима в виде 

ሻݖሺݑ ൌ Re൫Φ଴ሺݖሻ ൅ ሺ1 െ  ,ሻ൯ݖଶሻΦଵሺ|ݖ|

где Φ଴,Φଵопределяются по формулам (8), (9). 
Докажем, что при любых функциях ଴݂ ∈ ,଴ሻߩଵሺܮ ଵ݂ ∈ -ሻ удовлетݖሺݑ	ଵሻߩଵሺܮ

воряет условиям (1), (2). Действительно, так как 

ሻݐݎሺݑ ൌ Re൫Φ଴ሺݐݎሻ ൅ ሺ1 െ  ሻ൯ݐݎଶሻΦଵሺݎ

и (см. [4]) 

lim
௥→ଵି଴

ฮRe൫Φ଴ሺݐݎሻ൯ െ ଴݂ሺݐሻฮ௅భሺఘబሻ
ൌ 0, 

то доказательство теоремы следует из следующих соотношений (см.[4]): 

lim
௥→ଵି଴

ሺ1 െ ሻ൯ฮ௅భሺఘభሻݐݎଶሻฮRe൫Φଵሺݎ
ൌ 0, 

lim
௥→ଵି଴

ሺ1 െ ଶሻݎ ብReቆ
ݐݎ
2
߲Φ଴ሺݐݎሻ

ݐ߲
ቇብ

௅భሺఘబሻ

ൌ 0, 

lim
௥→ଵି଴

ሺ1 െ ଶሻݎ ะRe൭
1

ሺ1݅ߨ2 െ ሻ௡ାଵݐݎ
න ଵ݂ሺ߬ሻሺ1 െ ߬ሻ௡ାଵ

߬ െ ݐݎ
݀߬

்

൱ะ

௅భሺఘభሻ

ൌ 0. 

Аналогично устанавливается следующая теорема. 
Теорема 2. Пусть ߙ ൐ െ1. Тогда общее решение граничной задачи (1), 

(2) можно представить в виде ݑሺݖሻ ൌ Re൫Φ଴ሺݖሻ ൅ ሺ1 െ  ሻ൯, гдеݖଶሻΦଵሺ|ݖ|
Φ଴,Φଵ െ аналитические в ܦା функции, определяемые формулами  

Φ଴ሺݖሻ ൌ
1

ሺ1݅ߨ2 െ ሻ௡ݖ
න ଴݂ሺݐሻሺ1 െ ሻ௡ݐ

ݐ െ ݖ
ݐ݀

்

൅෍
௞ܣ

ሺ1 െ ሻ௞ݖ

௡

௞ୀ଴

	, 

Φଵሺݖሻ ൌ
1

ሺ1݅ߨ2 െ ሻ௡ାଵݖ
න ଵ݂ሺݐሻሺ1 െ ሻ௡ାଵݐ

ݐ െ ݖ
ݐ݀

்

൅ ෍ݖ
௞ܣ

ሺ1 െ ሻ௞ାଵݖ

௡

௞ୀ଴

െ෍
௞ܤ

ሺ1 െ ሻ௞ݖ

௡ାଵ

௞ୀ଴

	, 

где ሼܣ௞ሽ଴
௡ принадлежат классу ܵ଴ሺ݊ሻ, а ሼܤ௞ሽ଴

௡ାଵ െ классу ܵ଴ሺ݊ ൅ 1ሻ. 
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Հ.Մ. ՀԱՅՐԱՊԵՏՅԱՆ, Վ.Գ.ՊԵՏՐՈՍՅԱՆ 

ԴԻՐԻԽԼԵԻ ԽՆԴԻՐԸ ԵՐԿՀԱՐՄՈՆԻԿ ՖՈՒՆԿՑԻԱՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐ 

Դիտարկվում է Դիրիխլեի խնդիրը կոմպլեքս հարթության միավոր շրջանում երկ-
հարմոնիկ ֆունկցիաների դասի համար այն դեպքում, երբ եզրային ֆունկցիան պատկա-
նում է  1L տարածությանը, որտեղ ߩሺݐሻ ൌ |1 െ  ն իրական թիվ է: Ցույց է տրվում-ߙ ,ఈ|ݐ

խնդրի նորմալ լուծելիությունը: 
Առանցքային բառեր. Դիրիխլեի խնդիր, կշռային տարածություն, եզրային պայ-

ման, երկհարմոնիկ ֆունկցիա: 

H.M. HAYRAPETYAN, V.G. PETROSYAN 

DIRICHLET PROBLEM FOR BIHARMONIC FUNCTIONS 

In the unit disk of complex plane, the Dirichlet problem is investigated for biharmonic 

function classes in the case when boundary functions belong to the  1L  space, where 

ሻݐሺߩ ൌ |1 െ ,ఈ|ݐ  .is a real number. The normal solvability of this problem is proved ߙ
Keywords: Dirichlet problem, weighted space, boundary condition, biharmonic 

function. 
 


