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О РИЧЧИ-ПОЛУСИММЕТРИЧЕСКИХ ПОДМНОГООБРАЗИЯХ 
КОРАЗМЕРНОСТИ ТРИ С ДВУМЯ ГРУППАМИ ГЛАВНЫХ ВЕКТОРОВ 

КРИВИЗНЫ 

В евклидовых пространствах исследуется локальная структура нормально плоских 
риччи-полусимметрических подмногообразий коразмерности три с одним ненулевым 
сингулярным главным вектором кривизны и только с одной группой регулярных глав-
ных векторов кривизны, состоящей из двух линейно независимых векторов. 

 Ключевые слова: риччи-полусимметрические подмногообразия, полуэйнштей-
новы подмногообразия, прямые произведения, цилиндр, конус.  

Римановы риччи-полусимметрические многообразия, характеризуемые полупарал-
лельностью тензора Риччи, являются естественными обобщениями симметрических, 
эйнштейновых и полусимметрических многообразий (см. [1]). Они исчерпываются, в 
основном, произведениями эйнштейновых и полуэйнштейновых многообразий [2]. При-
мерами полуэйнштейновых многообразий являются конусы над эйнштейновыми мно-
гообразиями [3].  

Пусть  является нормально плоским риччи-полусимметрическим подмногообра-
зием коразмерности три в евклидовом пространстве . Допустим, что  имеет только 
две группы главных векторов кривизны (г.в.к.):  и , где  состоит только из 
двух неколлинеарных г.в.к.  и  с кратностями  а содержит только 
один ненулевой сингулярный г.в.к.  с кратностью  

Пусть  – собственные подпространства в касательном пространстве 
, соответствующие г.в.к.  и  Тогда , 

где – собственное подпространство, соответствующее нулевому г.в.к.  
Пусть индексы принимают следующие значения:  

 

Предположим, что ортонормрепер  выбран так, 
что  Тогда на подмногообразии  выполняются следую-
щие соотношения: 

    (1) 

    (2) 



4 

С учетом принятых обозначений можем написать:  
 Так как то Имея в виду, что 

 получим 

. 

 Следовательно, нормальные векторы  можно выбрать так, что 
 

 Поскольку 

 

 

 

то, учитывая выбор векторов  будем иметь 

 

 

Таким образом, для г.в.к.  и  получим следующие формулы:  

    (3) 

Из (1) следует, что  
Придавая в формуле (2) индексам различные значения, можем получить следую-

щие соотношения: 

 

 

 

 

Кроме этих сотноошений, получается некоторая дифференциальная система, ко-
торая при помощи обозначений 
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сводится к следующему виду: 

    (4) 

Используя уравнения системы (4), нетрудно доказать, что распределения 
интегрируемы. Интегральные многообразия распределений 

 являются сферами размерностей  интегральные многообразия распре-
делений - некоторой кривой (но не прямой, поскольку ) и плоскостью 

размерности интегральное многообразие распределения - локально 
евклидовым подмногообразием, которая представляет собой огибающую однопарамет-
рического семейства мерных плоскостей; интегральное многообразие 
распределения  - прямым произведением двух сфер, которое представляет собой 
вполне омбилическое подмногообразие в M . Таким образом, подмногообразие ,M  как 
риманово многообразие, удовлетворяет условиям следующей теоремы (см. [3]). 

Пусть M~ – m -мерное риманово многообразие с индексом дефектности 0  

и интегрируемым распределением кодефектности )1(T . Если его интегральное 

многообразие )1(M  является вполне омбилическим в M~ , то M~  локально изометрично 

или цилиндру над )1(M , или цилиндру с )1( -мерным образующим над конусом, 

построенным над )1(M . Более того, M~ полуэйнштейново либо риччи-плоское тогда и 
только тогда, когда )1(M эйнштейново; если )1(M эйнштейново с константой 0 , 

то M~ полуэйнштейново, если же > 0 , то M~  или полуэйнштейново, или риччи-
плоское. 
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В ходе доказательства этой теоремы (см. [3]) доказано, что метрика на M~ при 
выполнении условий теоремы может быть приведена к виду 

  
,~22122 sdxdxds   (5) 

где 2~sd – метрика на ,)1(M  а первое слагаемое правой части представляет метрику на 

интегральном многообразии распределения )0(T . 
Возвращаясь к подмногообразию ,M  можем сказать, что его метрика может быть 

приведена к виду (5), где 2~sd – метрика интегрального многообразия  распределения 
 а первое слагаемое правой части в этом случае является метрикой интегрального 

многообразия распределения )0(T , которое представляет собой огибающую однопа-
раметрического семейства  -мерных плоскостей и, следовательно, 
является локально евклидовым. Таким образом M изометрично или цилиндру с 

 -мерным образующим над  или конусу над  или прямому произве-
дению цилиндра над конусом над . Итак, справедливо следующее утверждение. 

Теорема. Пусть  является нормально плоским риччи-полусимметрическим под-
многообразием коразмерности три в евклидовом пространстве  и допускает только 
две группы г.в.к.  и , где  состоит только из двух неколлинеарных г.в.к.  
и  с кратностями  а  содержит только один ненулевой сингулярный 
г.в.к.  с кратностью  Тогда M  изометрично или цилиндру с локально 
евклидовыми образующими над прямым произведением двух сфер, или конусу над 
прямым произведением двух сфер  или прямому произведению цилиндра с локально 
евклидовыми образующими над конусом над прямым произведением двух сфер. Во всех 
трех случаях прямое произведение сфер образует эйнштейново многообразие. 
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ON RICCI-SEMI-SYMETRIC SUBMANIFOLDS CODIMENSIONALITY THREE 
WITH TWO GROUPS OF PRINCIPAL CURVATURE VECTORS 

In Euclidean space, the local structure of normally flat Ricci-semi-symmetric submani-
folds of codimensionality three with one non zero singular principal curvature vectors and only 
with one group of regular principal curvature vectors consisting of two linearly independent 
vectors is investigated.  

Keywords: Ricci-semi-symmetric submanifolds, semi-Einstein submanifolds, direct 
products, cylinder, cone.  
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THE MATHEMATICAL MODELLING OF THE GARNISSAGE  FURNACE 

A mathematical model for glass melting in the garnissage furnace is obtained. It is 
supposed that the considered domain has cylindrical symmetry and therefore the problem can 
be reduced to a two-dimensional model. 

Keywords: Navier-Stokes equation, continuity equation, energy conservation law, Stefan 
condition, Dirichlet condition, boundary value problem. 

In the paper, a mathematical model for the glass melting process in the electric 
garnissage [1] furnace is obtained. The schematic cut of the furnace is presented in 
Fig. 1.  

 


