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УДК 539.3 

С.В. ВЕРЛИНСКИЙ, А.Л. ШЕКЯН, Л.А. ШЕКЯН  

ИЗГИБ БАЛКИ НА УПРУГОЙ ШЕРОХОВАТОЙ ПОЛОСЕ 
РАВНОМЕРНО РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПОПЕРЕЧНЫМИ СИЛАМИ 

ПРИ НАЛИЧИИ СЖИМАЮЩИХ ОСЕВЫХ СИЛ 

В рамках обобщенной модели изгиба балки С.П. Тимошенко [1], когда на прогибы 
балки влияют как поперечные, так и действующие на ее срединной линии продольные 
сжимающие осевые силы, рассматривается плоская контактная задача об изгибе упругой 
балки, поставленной на верхней горизонтальной границе упругой шероховатой полосы и 
находящейся под действием заданных равномерно распределенных вертикальных сил и 
сжимающих осевых сил. Нижняя горизонтальная грань полосы защемлена. Задача сведена к 
решению нелинейного интегрального уравнения типа Гаммерштейна [2] с дополнитель-
ным условием. Эффективное решение задачи получено по разработанной в [3] методике, 
основанной на теории Гаммерштейна [2] и принципе сжимающих отображений [4]. По-
лучено приближенное аналитическое решение задачи. Аналогичные контактные задачи 
об изгибе балки на упругом основании при наличии сжимающих или растягивающих осе-
вых сил рассмотрены в [5,6]. 

 Ключевые слова: изгиб, упругая балка, сжимающие осевые силы, плоская контакт-
ная задача. 

1. Пусть балка длины a2 , высоты h , модуля упругости E  и коэффи-
циента Пуассона , изгибаясь под действием распределенных вертикальных сил 
постоянной интенсивности q  и осевых горизонтальных сжимающих сил T , вдав-
ливается в упругую бесконечную полосу толщиной 1h , с модулем упругости 1E  
и коэффициентом Пуассона 1 , нижняя грань которой 1hy  жестко защемлена 
(см. рис.).  

 
Рис. 
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Требуется определить законы распределения контактных давлений )(xp , 
действующих между балкой и полосой, вертикальные перемещения )(v x  точек 
изогнутой оси балки, функции изгибающих моментов )(xM  и поперечных сил 

)(xQ  в сечениях балки. 
 Дифференциальное уравнение изгиба балки поперечными силами q  и 

)(xp  с учетом влияния действующих вдоль срединной линии балки сжимающих 

сил T  по теории С.П. Тимошенко ([1], стр.422, формула (217), xNT , vw , 

0xyy NN ) имеет вид  

  qxp
dx
dT

dx
dD )(vv

2

2

4

4

 )( axa ,  (1) 

где 23 112EhD  – жесткость балки на изгиб. При этом функции )(v x , 
)(xM  и )(xQ  связаны между собой соотношениями  

  2

2v)(
dx
dDxM , 3

3v)(
dx
dDxQ .  (2) 

 Уравнение (1) рассматривается при следующих граничных условиях: 
0)( aM , или 

  0)v( 22

ax
dxd ,  (3) 

указывающих на то, что в концевых точках балки ax  отсутствуют изгибаю-
щие моменты )(xM . При этом условия равновесия балки имеют вид 

  
a

a

dxqxp 0)(   Paqdxxp
a

a

2)( ,  (4) 

  
a

a

dxxqxpx 0)()(   
a

a

dxxxp 0)( ,  (5) 

где P  - величина главного вектора заданной распределенной нагрузки q .  
 Введя обозначения 

  DTk , Dqxpxg )()( , 22v dxdy ,  (6) 
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вместо (1) получим относительно функции 22v dxdy  дифференциальное урав-
нение  

  )(2
2

2

xgyk
dx

yd
, )( axa ,  (7) 

решение которого с учетом граничных условий (3) представляется формулой [5] 

.sin
2
1

coscossinsinsincos
2sin

1v 22
2

2

a

a

a

a

dssgsxk
k

dssgkskxkakskxka
kakdx

dy
      (8)  

Отсюда, учитывая симметричность задачи, получим 

  *v,v dssgsxHx
a

a

 axa ,  (9) 

где  

dt
k

stk
kak

ksktkaksktkatxsxH
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2
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2sin
coscossinsinsincos,

22

0

,  (10)  

а *v – постоянная интегрирования, характеризующая вертикальное перемещение 
изогнутой оси балки в точке с координатой 0x . 

 2. Теперь рассмотрим упругое равновесие шероховатой полосы (см. рис.), 
нижняя 1hy  грань которой жестко защемлена, а на участке axa  её 
верхней границы 0y  приложены нормальные контактные давления интенсив-
ности )(xp .  

 Вертикальное упругое перемещение x1v , которое получает точка с коор-

динатой x  участка контакта aa;  верхней границы 0y  полосы, согласно 
[7], представим в виде суммы двух перемещений  

  xxx глобшерох1 vvv  axa .  (11) 

 Перемещения xшерохv  обусловлены деформациями верхнего тонкого гра-

ничного шероховатого слоя полосы и, согласно экспериментам [7], пропорцио-
нальны некоторой степени контактного давления )(xp  в данной точке:  
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  xpAxшерохv  axa ,  (12) 

где A  и  - положительные постоянные, характеризующие шероховатость по-
верхности слоя, определяемые экспериментальным путем, причем 13,0 .  

Перемещения xглобv  возникают вследствие глобальной деформации по-
лосы. Они определяются решением плоской граничной задачи линейной теории 
упругости для упругой однородной изотропной полосы толщиной 1h , модулем 

упругости 1E  и коэффициентом Пуассона 1 , когда на участке axa  её 
верхней границы 0y  приложены нормальные контактные давления )(xp , а 

нижняя граница 1hy  жестко защемлена [8]: 

  dssp
h

xsU
E

x
a

a 11

2
1

глоб
12v  )( axa ,  (13) 

где ядерная функция zU  выражается формулой  

  
0

22 4122
cos422 dt

ttch
ztttshzU  143 .  (14) 

Далее, запишем условие контакта балки и упругой полосы: 

  xx 1vv  axa ,  (15) 

которое согласно (9), (11)-(13) принимает вид  

dssp
h

xsU
E

xpAdssgsxH
a

a

a

a 11

2
1

*
12v,  axa .  (16)  

Учитывая обозначение функции )(xg  из (6), соотношение (16) можно 
трактовать относительно )(xp  как нелинейное интегральное уравнение. Так как 

в (16) входит также неизвестное постоянное *v , то нетрудно убедиться, что урав-
нение (16) и условия равновесия (4), (5) образуют замкнутую систему уравнений 
относительно )(xp  и *v . После определения этих величин соотношениями (2) и 
(9) можем определить также )(v x , )(xM  и )(xQ .  

3. Введем безразмерные величины 
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Тогда уравнение (16) переходит относительно неизвестной функции 

0p  к нелинейному интегральному уравнению типа Гаммерштейна [4]:  

 00

1

1
0000 v,, PfdpUHp m  11- , (20) 

а условия равновесия (4), (5) преобразуются к виду 

 
1

1
00 )( dpP m .  (21) 

Таким образом, решение поставленной плоской контактной задачи сводит-
ся к определению )(0p  и 0v  из системы уравнений (20), (21).  

Эффективное решение системы (20), (21) получим согласно разработанной 
в [3] методике, основанной на теории нелинейных интегральных уравнений типа 
Гаммерштейна [2] и принципе сжимающих отображений [4].  

Сначала, исходя из структуры уравнений (20), (21), установим зависимости 
)(0p , 0P  от 0v , которые, по существу, являются искомыми зависимостями 

)(0p  и 0v  от 0P , но сделать это из (20), (21) существенно легче. С этой целью 

временно считаем, что значение 0v  задано и фиксировано, а 0P  неизвестно. 

Тогда, вводя вектор 00 ,Ppx  и представляя систему уравнений (20), (21) в 

операторном виде xGx , сведем её решение к определению неподвижной 
точки этого нелинейного оператора G  [6].  

Пусть в множестве X , каждый элемент которого является непрерывной 
на [-1;1] функцией 0p  в сочетании с произвольным числом 0P , введена 
метрика формулой 

  020102011121 max, PPppxx ,  (22) 
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где iii Ppx ,0,0 ,  2,1i  – два произвольных элемента из X . Тогда мно-

жество X  становится полным метрическим пространством [4]. Пусть далее 
rOS ,  – замкнутый шар в пространстве X  с центром 0,0O  и радиусом r . 

Способом, предложенным в [3], можно доказать, что существует область 
изменения характерных параметров задачи, где оператор xGy  отображает 

шар rOS ,  в себе и в нем является сжимающим оператором. Тогда для любого 

начального элемента rOSx ,0  с помощью формул 

  ii xGx 1  ,...2,1,0i   (23) 

или 

0,0,0

1

1
,0001,0 v,,, ii

m
ii MPfdpUHp 11- , (24) 

  
1

1
,01,0 )( dpP m
ii , 

1

1
,01,0 )( dpM m
ii  ,...2,1,0i   (25) 

получается последовательность приближенных решений 0iix , которая по 

метрике (22) стремится к некоторому пределу *x , являющемуся неподвижной 

точкой оператора G , т.е. ** xGx . Следовательно, *x  соответствует 
единственному решению системы уравнений (20), (21).  

 Принимая Ox0 в качестве нулевого приближения, из формул (24), (25) 
получим решение системы уравнений (20), (21) в первом приближении: 

  01,0 vp , 11- , 01,0P , 01,0M .  (26) 

 Учитывая (24)-(26), получим решение системы (20), (21) во втором приб-
лижении:  

  0

1

1
0002,0 v,v dUHp m  11- ,  (27) 

  mP 02,0 v2 .  (28) 
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S.V. VERLINSKI, A.L. SHEKYAN, L.A. SHEKYAN 

BENDING OF THE BEAM ON AN ELASTIC ROUGH STRIP BY UNIFORMLY 
DISTRIBUTED CROSS FORCES AT COMPRESSING AXIAL FORCES 

The plane contact problem on the bending of the beam of finite length on elastic 
foundation in the form of a rough strip in the plane strain conditions, the generalized model of 
the bend in the framework of S.P.Timoshenko, where in addition to vertical forces, axial 
compressive forces also affect the deflection of the beam is considered. The problem is reduced 
to the solution of a nonlinear integral equation of Hammerstein type with the additional 
condition. An effective solution to the problem is obtained by the developed methodology 
based on the theory of Hammerstein and the principle of contracting maps. An approximate 
analytical solution is obtained. 

 Keywords: bending, elastic beam, compressing axial forces, plane contact problem. 


