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ЗАДАЧА РИМАНА В ВЕСОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

Исследуется граничная задача Римана в единичном круге в весовом пространстве 

)(1 L . Требуется определить аналитическую вне окружности  1:   zzT  функцию 

    0Φ,  Φ z  так, чтобы имело место        
 

0ΦΦlim
1
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1
 

 Lr
tftrtart , где 

 ,1 Lf       . 0,     TCta  Устанавливается нормальная разрешимость этой задачи. 

Ключевые слова: задача Римана, весовое пространство, граничное условие, факто-

ризация. 

1. Пусть }1;{  zzD  – единичный круг в z -комплексной плоскости, 

 1:   zzT  – единичная окружность и  .1;  zzD  В настоящей работе 

рассматривается граничная задача Римана в весовом пространстве  1L , где 
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Задача R. Пусть f  – произвольная на T  функция из класса  1L . Следует 

определить аналитическую в   DD функцию     0Φ,  Φ z  так, чтобы имело 

место граничное условие  
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где   0  ta  – произвольная функция из класса   , 0,    TC  а  zΦ  – сужение 

функции  zΦ  на D  соответственно.  

Граничная задача Римана в пространстве 1L  в постановке (1) рассмотрена в 

работе [1]. В работах [2 и 3] исследована задача Дирихле в весовых пространствах в 

постановке 
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и установлены условия на  , при которых данная задача нормально разрешима. 
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Имеет место (см. [3]): 

Лемма 1. Пусть Tt 0  – произвольная точка и  1;0 . Тогда 
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Лемма 2. Пусть  1Lf   и  zΦ  – некоторое решение задачи (1). Тогда 

его можно представить в виде: 
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где )(zP  – некоторый полином порядка 1N  и     kn
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б) если 0N , то  zΦ  имеет представление (2), где ,0)( zP  и функция 

f  удовлетворяет условиям 
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Доказательство. Пусть 0N . Так как 01  kk n , то из условия 

(1) следует 



   
 

   
 

   
 

0
ΠΠΦΠΦ

lim
1

1










  dt
tS

ttf

tS

ttr

tS

trt

T
r

. 

Обозначим 
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Положив      tftt rrr   ΨΨ , получим граничную задачу Римана относи-

тельно функции rΨ . 

Так как функция Ψ  имеет полюс порядка 1N  в бесконечности, то 

получаем 

 
 

   


  DzzP
zt

dttf

i
z r

r

T

r ,  
2

1
Ψ


, 

где  zPr  – полином порядка 1N . Так как  
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при 01r , то, переходя к пределу, получаем доказательство утверждения “а” 

леммы. 

Если 0N , то   0zPr  и 
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Поскольку функция      1
Π


zzS  имеет полюс порядка   N , то полу-

чаем условия (3). 

3. Обозначим 
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Лемма 3. Пусть  1Lf  , тогда 
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где C  – постоянная, не зависящая от  1,0,   rr . 



Доказательство. Положим 
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Поскольку         0,  11   
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Из леммы 1 легко установить, что 
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Лемма 4. Если  1Lf  , то  
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Доказательство. Пусть  1  Lf   и   0tf  в окрестности 
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Заметим что       1ΦΦ 1
11 rAtrrt    в окрестностях этих точек. Поэтому 
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Поскольку в окрестностях точек kt  
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будем иметь 
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Учитывая, что 
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Пусть  1Lf  . Для любого 0  можно найти функцию  
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4. Для однородной задачи R, то есть при ,0f  имеет место: 

Теорема 1. а) Если 0N , то решение задачи R принимает следующий 

вид: 
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где  zP  есть полином порядка 1  в случае 0 , в противном случае –   .0zP  

б) Если 0N , то однородная задача имеет только нулевое решение. 

Для неоднородной задачи R имеет место следующая теорема. 

Теорема 2. а) Если 0N , то 
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где  zf ,K  – решение задачи R, имеющее вид (4), а  z0Φ  – решение однород-

ной задачи R;  

б) Если 0N , то задача R имеет только одно решение  zf ,K  а f  удов-

летворяет условиям (3). 
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RIEMANN PROBLEM IN WEIGHTED SPACES 

Riemann boundary value problem in the unit disc in weighted space  1L  is invest-

tigated. It is necessary to determine the analytic function   0 outside the circum-

ference  1:  zzT  satisfying the condition        
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where       0,,1    TCtaLf . The normal solvability of this problem is proved. 

Keywords: Riemann problem, weighted space, boundary condition, factorization. 


