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ՀՏԴ 681.51 

Ս.Շ. ԲԱԼԱՍԱՆՅԱՆ, Հ.Մ. ԳԵՎՈՐԳՅԱՆ  

ՀԱՄԱՍԵՌ ՄԱՐԿՈՎՅԱՆ ՇՂԹԱՅԻ ՆՄԱՆԱԿԱՅԻՆ ԵՎ ԱՆԱԼԻՏԻԿ 
ՄՈԴԵԼՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐԺԵՔՈՒԹՅԱՆ ԳՆԱՀԱՏՈՒՄԸ 

(Կապան) 

Առաջարկվում է համասեռ մարկովյան շղթայի անալիտիկ և նմանակային մոդել-
ների համարժեքությունը գնահատել անալիտիկ և նմանակային մոդելավորման արդյուն-
քում ստացված ստացիոնար հավանականությունների բաշխման օրենքների նույնականու-
թյան վերաբերյալ գիտավարկածի ստուգմամբ՝ կիրառելով Պիրսոնի վիճակագրական չա-
փանիշը, ինչը հնարավորություն է ընձեռում՝ առավել լիարժեք և հստակ գնահատելու վե-
րոնշյալ մոդելների համարժեքությունը։ 

Առանցքային բառեր․ մարկովյան շղթա, նմանակային մոդել, համարժեքություն, 
գիտավարկած, Պիրսոնի չափանիշ։  

Ներածություն։ Բարդ տեխնիկական, այդ թվում` ավտոմատացված հա-
մակարգերը գործում են տարաբնույթ պատահական բազմաթիվ գործոնների ազ-
դեցությունների ներքո, որի պատճառով նրանց գործելաընթացը կրում է հավա-
նականային բնույթ, այսինքն` ժամանակի ցանկացած պահին օբյեկտը տրված վի-
ճակից որոշակի հավանականությամբ կարող է անցնել գործընթացի հնարավոր 

որևէ վիճակի: Եթե  ,tpij -ով նշանակենք այն հավանականությունը, որ ntt   

պահին iz  վիճակում գտնվող  m21 z,...,z,zZ  հնարավոր վիճակներով ընդ-

հատ պատահական գործընթացը  ntt  պահին կանցնի jz  վիճակի, ապա 

պատահական գործընթացը լիովին կարելի է բնութագրել անցումների հավա-

նականությունների   ,tpP ij  մատրիցով [1-3]: Մարկովյան պատահական 

գործընթացի դեպքում  ,tpij -ն կախված է միայն nt -ից,  -ից և j,i  վիճակնե-

րից: Եթե  ,tpij  հավանականությունը կախված չէ t -ից, ապա մարկովյան 

գործընթացը (շղթան) կոչվում է համասեռ կամ ստացիոնար [1-3]: Համասեռ 

մարկովյան շղթան տրվում է  j1ninij z,t,z,tPpP   անցումների հավա-

նականությունների մատրիցով. 
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Խնդրի դրվածքը։ Մարկովյան շղթայի տեսքով ձևայնացված համակար-
գերի ուսումնասիրման նպատակով օգտագործվում են լավ մշակված անալիտիկ 
մոդելները (Կոլմոգորովի դիֆերենցիալ հավասարումների համակարգը) [1-4]: 
Սակայն բազմաթիվ վիճակներ ունեցող մարկովյան գործընթացների անալիտիկ 
մոդելների կառուցումը և հատկապես հետազոտումը կապված են լուրջ դժվարու-
թյունների հետ: Ուստի մեծաթիվ վիճակներով մարկովյան գործընթացների հե-
տազոտման նպատակով կիրառում են նմանակային մոդելավորում [1, 2]: Սովո-
րաբար այդ մոդելների համարժեքության գնահատումը հանգում է մոդելավոր-
ման երկու մեթոդների արդյունքում ստացված մարկովյան շղթայի հնարավոր 
վիճակների ստացիոնար հավանականությունների արժեքների համեմատմանը` 
օգտագործելով Ստյուդենտի վիճակագրական չափանիշը [3]։ Ակնհայտ է, որ 
այս մոտեցման կիրառումը լիարժեքորեն չի բնութագրում նմանակային և անա-
լիտիկ մոդելների համարժեքությունը, քանի որ այն գնահատում է միայն առան-
ձին վիճակների ստացիոնար հավանականությունների տարբերությունը։ 

Սույն աշխատանքում առաջարկվում է նշված մոդելների համարժեքությունը 
գնահատել համասեռ մարկովյան շղթայի անալիտիկ և նմանակային մոդելա-
վորման արդյունքում ստացված ստացիոնար հավանականությունների բաշխ-
ման օրենքների նույնականության վերաբերյալ գիտավարկածի ստուգմամբ` կի-
րառելով Պիրսոնի վիճակագրական չափանիշը։  

Համասեռ մարկովյան շղթայի անալիտիկ մոդելը։ Եթե մարկովյան շղթան 
ներկայացված է անցումների հավանականությունների մատրիցով, ապա ընդ-
հանուր դեպքում մարկովյան շղթայի անալիտիկ մոդելը ներկայացվում է հետև-
յալ դիֆերենցիալ հավասարումների համակարգով [1-5]. 

۔ۖەۖ
ۓ ( ଵܲଵ − 1) ∗ ଵܲ(ݐ) + ଶܲଵ ∗ ଶܲ(ݐ) + ଷܲଵ ∗ ଷܲ(ݐ) + ⋯ ௠ܲଵ ∗ ௡ܲ௠(ݐ) = ܲᇱଵ(ݐ),ଵܲଶ ∗ ଵܲ(ݐ) + ( ଶܲଶ − 1) ∗ ଶܲ(ݐ) + ଷܲଶ ∗ ଷܲ(ݐ) + ⋯ + ௠ܲଶ ∗ ௠ܲ(ݐ) = ܲᇱଶ(ݐ),ଵܲଷ ∗ ଵܲ(ݐ) + ଶܲଷ ∗ ଶܲ(ݐ) + ( ଷܲଷ − 1) ∗ ଷܲ(ݐ) + ⋯ + ௠ܲ௝ଷ ∗ ௠ܲ(ݐ) = ܲᇱଷ(ݐ),… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …ଵܲ௠ ∗ ଵܲ(ݐ) + ଶܲ௠ ∗ ଶܲ(ݐ) + ଷܲ௠ ∗ ଷܲ(ݐ) + ⋯ + ( ௠ܲ௠ − 1) ∗ ௠ܲ(ݐ) = ܲᇱ௠(ݐ):    (2) 
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Եթե անհրաժեշտ է որոշել համակարգի հնարավոր վիճակներում գտնվե-
լու ստացիոնար (կայունացած, երբ t ) հավանականությունները, ապա (2)-ը 
վերածվում է զրոյական աջ մասերով գծային հանրահաշվական հավասարում-
ների համակարգի. 

۔ۖەۖ 
ۓ ( ଵܲଵ − 1) ∗ ଵܲ + ଶܲଵ ∗ ଶܲ + ଷܲଵ ∗ ଷܲ + ⋯ ௠ܲଵ ∗ ௠ܲ = 0,ଵܲଶ ∗ ଵܲ + ( ଶܲଶ − 1) ∗ ଶܲ + ଷܲଶ ∗ ଷܲ + ⋯ ௠ܲଶ ∗ ௠ܲ = 0,ଵܲଷ ∗ ଵܲ + ଶܲଷ ∗ ଶܲ + ( ଷܲଷ − 1) ∗ ଷܲ + ⋯ ௠ܲଷ ∗ ௠ܲ = 0,… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … .ଵܲ௠ ∗ ଵܲ + ଶܲ௠ ∗ ଶܲ + ଷܲ௠ ∗ ଷܲ + ⋯ ( ௠ܲ௠ − 1) ∗ ௠ܲ = 0,  (3) 

որի լուծման արդյունքում որոշվում են մարկովյան շղթայի վիճակների ଵܲ, ଶܲ, … . ௠ܲ ստացիոնար հավանականությունները։ 
Համասեռ մարկովյան շղթայի նմանակային մոդելը։ Քննարկենք հա-

մասեռ մարկովյան շղթայի նմանակային մոդելավորման ընթացակարգը [2, 3]: 

Մարկովյան գործընթացի ցանկացած iz  (կամ i ) վիճակից jz  (կամ j ) վիճակին 

անցումը համարենք jA  պատահույթ: Այդ դեպքում մարկովյան գործընթացի 

նմանակումը հանգում է  m,1jpij   հավանականություններով տեղի ունեցող, 

լրիվ խումբ կազմող  m,1jA j   պատահույթների խաղարկմանը: Նմանակումն 

իրականացվում է հետևյալ կերպ. սկզբում ընտրվում է գործընթացի որևէ սկզբնա-
կան վիճակ, կամ էլ ըստ տրված m/1p,...,p,p m00201   հավանականությունների 

jA  պատահույթների խաղարկման արդյունքում ընտրվում է սկզբնական ինչ-որ 

q  վիճակ: Այնուհետև, ըստ qm2q1q p,...,p,p  հավանականությունների, 
m21 A,...,A,A  

պատահույթների խաղարկման արդյունքում որոշվում է ժամանակի հաջորդ 
պահին գործընթացի վիճակը (ենթադրենք՝ l -ը): Հետո, ըստ P  մատրիցի l  

վիճակին համապատասխանող տողի հավանականությունների` lm2l1l p,...,p,p , 

իրականացվում է  m,1jA j   պատահույթների խաղարկում, որի արդյունքում 

որոշվում է ժամանակի հաջորդ պահին գործընթացի վիճակը: 

Այսպիսով, հերթական nt  պահին i  վիճակում գտնվող մարկովյան գործ-

ընթացի 1nt   պահին ինչ-որ վիճակի անցման նմանակումը հանգում է ըստ 

im2i1i p,...,p,p  հավանականությունների լրիվ խումբ կազմող m21 A,...,A,A  պա-

տահույթների խաղարկման նմանակմանը, այսինքն`  1,0  միջակայքում հավա-

սարաչափ բաշխված  ir  (հենքային) թվերի ստացմանը և դրանցից յուրաքանչ-

յուրի համար հետևյալ պայմանի ստուգմանը. 
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,lrl ki1k   

որտեղ 



k

1j
ijk pl : 

Եթե հերթական ir  հենքային թվի համար նշված պայմանը կատարվում է, 

ապա արձանագրվում է, որ խաղարկման արդյունքում տեղի է ունեցել kA  պա-

տահույթը, այսինքն մարկովյան գործընթացը i  վիճակից անցել է k  վիճակին: 
Նկարագրված ընթացակարգը կրկնվում է ժամանակի հաջորդ պահերին` մինչև 
մարկովյան գործընթացի տրված n  քանակությամբ իրացումների ստացումը։  

Առաջարկվում է համասեռ մարկովյան շղթայի անալիտիկ և նմանակային 

մոդելների համարժեքության գնահատումն իրականացնել 2  չափանիշի միջո-

ցով՝ մարկովյան գործընթացի m  վիճակների տեսական m21 p,...,p,p  և փորձ-

նական m21 p̂,...,p̂,p̂  հավանականությունների F  և F̂  բաշխումների նույնակա-

նության վերաբերյալ առաջադրված F̂F:H0   գիտավարկածի ստուգմամբ: 

Առաջադրված գիտավարկածի ստուգումն իրականացվում է հետևյալ ըն-
թացակարգով. 

1. Տրված մարկովյան գործընթացի համար կազմվում է Կոլմոգորովի դի-
ֆերենցիալ հավասարումների համակարգը, և դրան համապատասխան՝ հան-
րահաշվական հավասարումների համակարգը, որը ստացվում է դիֆերենցիալ 
հավասարումների համակարգից t  ստացիոնար դեպքի համար: 

2. Հանրահաշվական համակարգի լուծման արդյունքում որոշվում են մար-
կովյան գործընթացի հնարավոր վիճակներում գտնվելու տեսական ստացիոնար 

հավանականությունները` m21 p,...,p,p : 

3. Մարկովյան գործընթացի նմանակային մոդելի n  իրացումների արդ-
յունքում որոշվում են մարկովյան գործընթացի հնարավոր վիճակներում գտնվելու 

հավանականությունների վիճակագրական գնահատականները` m21 p̂,...,p̂,p̂ : 

4. Հաշվարկվում է Պիրսոնի 2 -չափանիշի արժեքը հետևյալ բանաձևով. 
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5. Առաջադրվում է F̂F:H0   գիտավարկածը։ 
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6. Գիտավարկածի ստուգման նշանակալիության   մակարդակի և n  

ազատության աստիճանների համար Պիրսոնի 2  բաշխման աղյուսակից 

ընտրվում է 2
n,  արժեքը (  մակարդակի քվանտիլը): 

7. Եթե 2
n,

2ˆ   պայմանը կատարվում է, ապա ընդունում են, որ F  և 

F̂  բաշխման օրենքների նույնականության վերաբերյալ 0H  գիտավարկածը չի 

հակասում մոդելավորման արդյունքներին, այսինքն` նմանակային մարկովյան 
մոդելը համարժեք է մարկովյան անալիտիկ մոդելին: Այլապես նմանակային 
մոդելը համարվում է անալիտիկին ոչ համարժեք: 

Եզրակացություն։ Համասեռ մարկովյան շղթայի անալիտիկ և նմանա-
կային մոդելների համարժեքության գնահատումը անալիտիկ և նմանակային 
մոդելավորման արդյունքում ստացված ստացիոնար հավանականությունների 
բաշխման օրենքների նույնականության վերաբերյալ գիտավարկածի ստուգմամբ 
հնարավորություն է ընձեռում, ի տարբերություն գոյություն ունեցող համարժեքու-
թյան կետային գնահատման մեթոդի, առավել լիարժեք և հստակ գնահատելու 
վերոնշյալ մոդելների համարժեքությունը։ 
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С.Ш. БАЛАСАНЯН, Э.М. ГЕВОРГЯН 

ОЦЕНКА АДЕКВАТНОСТИ АНАЛИТИЧЕСКОЙ И ИМИТАЦИОННОЙ 
МОДЕЛЕЙ ОДНОРОДНОЙ МАРКОВСКОЙ ЦЕПИ 

Дается оценка адекватности аналитической и имитационной моделей однород-

ной цепи Маркова путем проверки гипотезы об идентичности законов распределения 
стационарных вероятностей, полученных в результате аналитического и имитацион-

ного моделирования, с использованием статистического критерия Пирсона. Такой 
подход дает возможность более полно и наглядно оценить адекватность вышеуказан-

ных моделей. 
Ключевые слова: цепь Маркова, имитационная модель, адекватность, гипотеза, 

критерий Пирсона. 

S.SH. BALASANYAN, H.M. GEVORGYAN  

EVALUATING THE ADEQUACY OF ANALYTICAL AND SIMULATION 
MODELS OF A HOMOGENEOUS MARKOV CHAIN 

It is proposed to evaluate the adequacy of analytical and simulation models of a 
homogeneous Markov chain by testing the hypothesis on the identity of the distribution 
laws of stationary probabilities obtained as a result of analytical and simulation modeling, 
using the Pearson statistical criterion. This approach makes it possible to more fully and 
clearly assess the adequacy of the above models. 

Keywords: Markov chain, simulation model, adequacy, hypothesis, Pearson criterion. 
 
 
 
  
 
 


