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ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ОБОБЩЕННЫХ  
ОБРАТНЫХ МАТРИЦ МУРА-ПЕНРОУЗА 

Представлены математические модели ряда методов по определению однопа-
раметрических обобщенных обратных матриц, основанных на блочно-матричных струк-
турах, позволяющие легко организовать численно-аналитические процедуры с приме-
нением дифференциальных преобразований. 

Ключевые слова: однопараметрическая обобщенная обратная матрица Мура-
Пенроуза, аналитическое решение, дифференциальные преобразования, численно-
аналитическое решение. 

Введение. Матрицы (ݐ)ܣ௠௫௡ с однопараметрическими элементами до-
вольно часто встречаются при решении систем дифференциальных уравнений 
с переменными коэффициентами, вычислении сингулярных дифференциаль-
ных уравнений, в краевых задачах, при решении систем функциональных урав-
нений, использовании стохастических матриц и марковских цепей, исследо-
вании поведения динамических систем, решении различных задач систем уп-
равления, параметрических задач линейного программирования и многих дру-
гих задач. 

По аналогии с числовыми матрицами, для обобщенной обратной мат-
рицы ܣା(ݐ)௡௫௠ будут иметь место условия Мура-Пенроуза: 

(ݐ)ܣ   ∙ (ݐ)ାܣ ∙ (ݐ)ܣ =  (1)  ,(ݐ)ܣ

(ݐ)ାܣ   ∙ (ݐ)ܣ ∙ (ݐ)ାܣ =  (2)  , (ݐ)ାܣ

(ݐ)ܣ]   ∙ ∗[(ݐ)ାܣ = (ݐ)ܣ ∙  (3)  , (ݐ)ାܣ

(ݐ)ାܣ]   ∙ ∗[(ݐ)ܣ = (ݐ)ାܣ ∙  (4)  ,(ݐ)ܣ

где “+” - знак обобщенной обратной матрицы, а “*” - знак комплексного 
сопряжения.  
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В настоящей работе представлены численно-аналитические методы опре-
деления комплексных однопараметрических обобщенных обратных матриц, 
при которых основным математическим аппаратом выступают дифференциаль-
ные преобразования [1]. 

Постановка задачи и методы исследования. Пусть имеется матрица (ݐ)ܣ௠௫௡, для которой (ݐ)ܣ ∈  .௠௫௡ܥ
1. При недоопределенных матрицах (ݐ)ܣ௠௫௡, ݉ ≤ ݊ с использованием 

(1) или (2) условий Мура-Пенроуза приходим к декомпозиционной математи-
ческой модели [2]: (ݐ)ܣ௠௫௡ = ௠௫௡(ݐ)ଵܣ + ݆ ∙ ௠௫௠(ݐ)ଵܤ ,௠௫௡(ݐ)ଶܣ = (ݐ)ଵܣ ∙ ଵ்ܣ (ݐ) + (ݐ)ଶܣ ∙ ௠௫௠(ݐ)ଶܤ ,(ݐ)ଶ்ܣ = (ݐ)ଶܣ ∙ ଵ்ܣ (ݐ) − (ݐ)ଵܣ ∙ ௡௫௠(ݐ)ାܣ ,(ݐ)ଶ்ܣ = ௡௫௠(ݐ)∗ܣ ∙ (ݐ)ܣ] ∙ (ݐ)ܣ] ,ା௠௫௠[(ݐ)∗ܣ ∙ [(ݐ)∗ܣ = (ݐ)ଵܤ + ݆ ∙ (ݐ)ܣ] ,(ݐ)ଶܤ ∙ ା[(ݐ)∗ܣ = (ݐ)ଵܤ] + ݆ ∙ ା[(ݐ)ଶܤ = [ ଵܺ(ݐ) + ݆ ∙ ܺଶ(ݐ)]௠௫௠, 

  2݉ݔ2݉                      2݉ݔ2݉                       

 
௡௫௠(ݐ)ାܣ  2݉ݔ2݉                    2݉ݔ2݉                2݉ݔ2݉                                  = ௡௫௠(ݐ)∗ܣ ∙ [ ଵܺ(ݐ) + ݆ ∙ ܺଶ(ݐ)]௠௫௠. 

2. При переопределенных матрицах (ݐ)ܣ௠௫௡, ݉ > ݊ с использованием 
(1) или (2) условий Мура-Пенроуза приходим к декомпозиционной математи-
ческой модели [3]: (ݐ)ܣ௠௫௡ = ௠௫௡(ݐ)ଵܣ + ݆ ∙ ௡௫௡(ݐ)ଵܥ ,௠௫௡(ݐ)ଶܣ = ଵ்ܣ (ݐ) ∙ (ݐ)ଵܣ + (ݐ)ଶ்ܣ ∙ ௡௫௡(ݐ)ଶܥ ,(ݐ)ଶܣ = ଵ்ܣ (ݐ) ∙ (ݐ)ଶܣ − (ݐ)ଶ்ܣ ∙  ,(ݐ)ଵܣ

൤(ݐ)1ܤ − ൨(ݐ)1ܤ      (ݐ)2ܤ(ݐ)2ܤ ∙ ൤ (ݐ)1ܺ − ൨(ݐ)1ܺ     (ݐ)2ܺ(ݐ)2ܺ = ݔ2݉ܧ 2݉ ,

൤ ൨(ݐ)1ܺ       (ݐ)2ܺ(ݐ)2ܺ−   (ݐ)1ܺ = ൤(ݐ)1ܤ       (ݐ)2ܤ(ݐ)2ܤ−   (ݐ)1ܤ൨+ = ൤(ݐ)1ܤ (ݐ)2ܤ(ݐ)2ܤ− ൨−1(ݐ)1ܤ
,

(5)
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௡௫௠(ݐ)ାܣ = (ݐ)∗ܣ] ∙ ௡௫௡ା[(ݐ)ܣ ∙ (ݐ)∗ܣ] ,௡௫௠(ݐ)∗ܣ ∙ [(ݐ)ܣ = (ݐ)ଵܥ + ݆ ∙ (ݐ)∗ܣ] ,(ݐ)ଶܥ ∙ ା[(ݐ)ܣ = (ݐ)ଵܥ] + ݆ ∙ ା[(ݐ)ଶܥ = [ ଵܻ(ݐ) + ݆ ∙ ଶܻ(ݐ)]௡௫௡, 

 2݊ݔ2݊                        2݊ݔ2݊                                                                                                 

௡௫௠(ݐ)ାܣ  2݊ݔ2݊                           2݊ݔ2݊                        2݊ݔ2݊                 = [ ଵܻ(ݐ) + ݆ ∙ ଶܻ(ݐ)]௡௫௡ ∙  .௡௫௠(ݐ)∗ܣ

3. При матрицах ݊ݔ݉(ݐ)ܣ с использованием (3) условия Мура-Пенроуза 

приходим к декомпозиционной математической модели [4]: (ݐ)ܣ௠௫௡ = ௠௫௡(ݐ)ଵܣ + ݆ ∙ ௡௫௠(ݐ)ାܣ ,௠௫௡(ݐ)ଶܣ = ଵܺ(ݐ)௡௫௠ + ݆ ∙ ܺଶ(ݐ)௡௫௠, [(ݐ)ܣ ∙ ∗[(ݐ)ାܣ ∙ (ݐ)ܣ = (ݐ)ܣ ∙ (ݐ)ାܣ ∙ (ݐ)ܣ =  ,(ݐ)ܣ

                                
 2݉ݔ2݊                        2݊ݔ2݉                     

 
 2݊ݔ2݉                             2݊ݔ2݉                   

4. При матрицах ݊ݔ݉(ݐ)ܣ с использованием (4) условия Мура-Пенроуза 

приходим к декомпозиционной математической модели [5]: (ݐ)ܣ௠௫௡ = ௠௫௡(ݐ)ଵܣ + ݆ ∙ ௡௫௠(ݐ)ାܣ ,௠௫௡(ݐ)ଶܣ = ଵܺ(ݐ)௡௫௠ + ݆ ∙ ܺଶ(ݐ)௡௫௠, 

(ݐ)ܣ (1 ∙ (ݐ)ܣ] ∙ ∗[(ݐ)ାܣ = (ݐ)ܣ ∙ (ݐ)ାܣ ∙ (ݐ)ܣ =  ,(ݐ)ܣ

൤(ݐ)1ܥ − (ݐ)2ܥ(ݐ)2ܥ ൨(ݐ)1ܥ ∙ ൤ (ݐ)1ܻ − (ݐ)2ܻ(ݐ)2ܻ ൨(ݐ)1ܻ = ݔ2݊ܧ 2݊ ,

൤ (ݐ)1ܻ − (ݐ)2ܻ(ݐ)2ܻ ൨(ݐ)1ܻ = ൤(ݐ)1ܥ (ݐ)2ܥ(ݐ)2ܥ− +൨(ݐ)1ܥ = ൤(ݐ)1ܥ       (ݐ)2ܥ(ݐ)2ܥ−   (ݐ)1ܥ൨−1
,

ቈ 1ܺܶ (ݐ) − ܺ2ܶ 2ܶܺ−(ݐ) (ݐ) − 1ܺܶ ቉(ݐ) ∙ ቈ 1ܶܣ (ݐ) 2ܶܣ (ݐ)2ܶܣ(ݐ) − 1ܶܣ ቉(ݐ) = ݔ2݉ܧ 2݉ , 
ቈ 1ܺܶ (ݐ) − ܺ2ܶ 2ܶܺ−(ݐ) (ݐ) − 1ܺܶ ቉(ݐ) = ቈ 1ܶܣ (ݐ) 2ܶܣ (ݐ)2ܶܣ(ݐ) − 1ܶܣ +቉(ݐ)

. 

(6)

(7)
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 2݊ݔ2݉                        2݉ݔ2݊              

 

 2݊ݔ2݉                          2݊ݔ2݉                                

(ݐ)ାܣ] (2 ∙ ∗[(ݐ)ܣ ∙ (ݐ)ାܣ = (ݐ)ାܣ ∙ (ݐ)ܣ ∙ (ݐ)ାܣ =  ,(ݐ)ାܣ

а)                                              (9a) 
 ݊ݔ2݊      ݊ݔ2݉               2݉ݔ2݊                            

 
 ݊ݔ2݊            2݊ݔ2݉                  ݊ݔ2݉ 

б)                                        (9б) 
 2݊ݔ݊              2݊ݔ2݉                    2݉ݔ݊                             

 2݊ݔ݊               ݊ݔ2݉                      2݊ݔ2݉                                              

Замечание 1. Представления (5) - (8), (9а), (9б) дают возможность при 
приведении их из области оригиналов в область дифференциальных преобра-
зований организовать простые рекуррентные вычислительные схемы по опре-
делению соответствующих матричных дискрет и восстановлению однопара-
метрических обобщенных обратных матриц в соответствии с некоторыми 
обратными дифференциальными преобразованиями [1]. 

Замечание 2. На основе использования представлений (5) и (6) в рабо-
тах [6] и [7] были разработаны программные средства на основе дифферен-
циальных преобразований и с применением языка Python [8], обладающие доб-

ቈ1ܶܣ 2ܶܣ−     (ݐ) 1ܶܣ    (ݐ)2ܶܣ(ݐ) (ݐ) ቉ ∙ ቈ 1ܺܶ (ݐ) − ܺ2ܶ 2ܶܺ(ݐ) (ݐ) 1ܺܶ (ݐ) ቉ = ݔ2݊ܧ 2݊ ,
ቈ 1ܺܶ (ݐ) − ܺ2ܶ 2ܶܺ(ݐ) 1ܺܶ   (ݐ) (ݐ) ቉ = ቈ1ܶܣ 2ܶܣ(ݐ)2ܶܣ− (ݐ) (ݐ) 1ܶܣ (ݐ) ቉+ ∙ ݔ2݊ܧ 2݊ .

ቈ1ܶܣ 2ܶܣ(ݐ)2ܶܣ−     (ݐ) 1ܶܣ    (ݐ) (ݐ) ቉ ∙ ቈ 1ܺܶ 2ܶܺ(ݐ) ቉(ݐ) = ቂ0ܧቃ,

ቈ 1ܺܶ 2ܶܺ(ݐ) ቉(ݐ) = ቈ1ܶܣ 2ܶܣ−     (ݐ) 2ܶܣ(ݐ) 1ܶܣ   (ݐ) (ݐ) ቉+ ∙ ቂ0ܧቃ,

1ܶܣ] 2ܶܣ  (ݐ) [(ݐ) ∙ ቈ 1ܺܶ 2ܶܺ   (ݐ) 2ܶܺ−(ݐ) 1ܺܶ   (ݐ) ቉(ݐ) = ܧ] 0],
ቈ 1ܺܶ 2ܶܺ  (ݐ) 2ܶܺ−(ݐ) (ݐ) 1ܺܶ ቉(ݐ) = 1ܶܣ] (ݐ) +[(ݐ)2ܶܣ ∙ ܧ] 0].

(8)
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рокачественными вычислительными характеристиками. Аналогичные программы 
будут разработаны и при представлениях (7), (8), (9а), (9б) [4, 5]. 

Замечание 3. В работе [2] были предложены также пять итерационных 
вычислительных схем по определению неизвестных матричных дискрет, а в 
работе [3] – две итерационные вычислительные схемы. Вопросы сходимости 
этих вычислительных схем будут рассмотрены в других научных работах. 

Заключение. В настоящей работе предложены математические модели 
ряда методов определения комплексных однопараметрических обобщенных 
обратных матриц Мура-Пенроуза. Численно-аналитические вычислительные 
схемы легко реализуемы применением дифференциальных преобразований 
средствами современных информационных технологий. 
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ՄՈՒՐ-ՊԵՆՐՈՈՒԶԻ ՄԻԱՊԱՐԱՄԵՏՐԱԿԱՆ ԸՆԴՀԱՆՐԱՑՎԱԾ ՀԱԿԱԴԱՐՁ 
ՄԱՏՐԻՑՆԵՐԻ ԱՎՏՈՄԱՏԱՑՎԱԾ ՈՐՈՇՄԱՆ ՄԱՍԻՆ 

Ներկայացված են միապարամետրական ընդհանրացված հակադարձ մատրիցների 
որոշման մի շարք մեթոդների մաթեմատիկական մոդելներ՝ հիմնված բլոկ-մատրիցային 
կառուցվածքների վրա, որոնք թույլ են տալիս հեշտությամբ կազմակերպել թվա-անալի-
տիկ ընթացակարգերը՝ դիֆերենցիալ ձևափոխությունների կիրառմամբ: 

Առանցքային բառեր. Մուր-Պենրոուզի միապարամետրական ընդհանրացված հա-
կադարձ մատրից, անալիտիկ լուծում, դիֆերենցիալ ձևափոխություններ, թվա-անալիտիկ 
լուծում։ 
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THE AUTOMATED DETERMINATION OF ONE-PARAMETER 
GENERALIZED INVERSE MOORE-PENROSE MATRICES 

Mathematical models of a number of methods for determining one-parameter 
generalized inverse matrices based on block-matrix structures and allowing easy organization of 
numerical-analytical procedures using differential transformations are presented. 

Keywords: one-parameter generalized inverse Moore-Penrose matrix, analytical 
solution, differential transformations, numerical-analytical solution. 

 

 

 


