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Ключевые слова: эйнштейновы, полуэйнштейновы и полупараллельные под-
многообразия, полусимметрические и риччи-полусимметрические подмногообразия.  

Введение. Римановы риччи-полусимметрические многообразия харак-
теризуются полупараллельностью тензора Риччи и являются естественными 
обобщениями симметрических, полусимметрических и эйнштейновых много-
образий. В этой связи геометрия этих многообразий и их изометрических пог-
ружений в пространства постоянной кривизны стала предметом исследования 
на протяжении последних сорока лет (см. [1]-[16]). В теории риччи-полусим-
метрических подмногообразий одной из главных задач является задача клас-
сификации и геометрического описания. В настоящей работе формулируется 
ряд теорем разложения, которые дают значительное представление о локаль-
ном строении некоторых классов риччи-полусимметрических подмногообра-
зий в евклидовых пространствах.  

Основные определения. Пусть M  является m -мерным гладким рима-

новым многообразием с римановой метрикой g  и римановой связностью  . 

Тензор кривизны R  связности   определяется равенством 

,),( ],[ ZZZZYXR YXXYYX   

где ZYX ,,  - произвольные касательные к M  векторные поля. Выражения 

],[),( YXXYYXYXR   называются операторами кривизны связ-

ности  . Они действуют как дифференцирования тензорной алгебры наM . 

Например, если Q  - тензорное поле типа (1,1) на M , то 

         ZYXRQZQYXRZQYXR ,,,  . 
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Тензор Риччи 1R  многообразия M определяется стандартным образом: 

если  mee ,...,1  ─ локальный базис ортонормальных касательных векторных 

полей на M , то для любого X  полагаем    



m

i
ii eeXRXR

1
1 , . В каждой точке 

Mx  тензор 1R  действует как симметрический эндоморфизм касательного 

пространства  MTx . Если 01 R , то риманово многообразие называется 

риччи-плоским. Если IR 1 , где const , I  − тождественное преобразо-

вание, то многообразие M  называется эйнштейновым. 
Тензорное поле Q , определенное на римановом многообразии M , на-

зывается параллельным, если 0Q  или, более подробно, 0 QX  для 

любого X . Если же   0, QYXR  для любых YX , , то тензорное поле Q  

называется полупараллельным. 

Римановы многообразия с параллельным тензором кривизны ( 0R ) 
называются локально симметрическими, а с полупараллельным тензором 

кривизны (   0, RYXR ) – полусимметрическими. Римановы многообразия 

с полупараллельным тензором Риччи (   0, 1 RYXR ) называются риччи-полу-

симметрическими. Полупараллельность тензора Риччи 1R  равносильна усло-

вию ),(),( 11 YXRRRYXR  , т.е. его коммутированию с операторами 

кривизны ),( YXR .  

Пусть M риманово многообразие, а Mx произвольная точка. Под-

пространство  0
xT  пространства  MTx , определённое равенством 

        MTYYXRMTXT xxx  0,;0 , называется пространством де-

фектности в точке x , а его размерность    0dim xx T индексом дефект-

ности в этой точке. Пространство  0
xT  было определено С. Чженем и Н. Кюи-

пером [17]. Они доказали, что распределение  0T  (распределение дефектности) 
интегрируемо и вполне геодезично, а его интегральное многообразие является 

локально евклидовым в индуцированной метрике. Пространство  0
xT  всегда 

содержится в подпространстве собственных векторов тензора 1R , отвечающих 

нулевому собственному значению. Ортогональное дополнение  1
xT  простран-

ства  0
xT  в  MTx  относительно метрики g  называется пространством 
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кодефектности многообразия M  в точке x , а его размерность ─ индексом 

кодефектности в этой точке. Пространство  1
xT  инвариантно относительно 

операторов  YXR ,  и тензора 1R . Следовательно, в каждой точке Mx  

тензор Риччи 1R  имеет два инвариантных подпространства  0
xT  и  1

xT  и спра-

ведливо разложение в прямую сумму      10
xxx TTMT   (подробности см. в 

[13]).  
Риманово многообразие M  с ненулевым индексом дефектности в каж-

дой точке x  называется полуэйнштейновым, если его тензор Риччи 1R  на каж-

дом инвариантном подпространстве  1
xT  имеет только одно ненулевое соб-

ственное значение. Примерами полуэйнштейновых многообразий являются 
римановы многообразия кодефектности два, а также конусы над эйнштейно-
выми многообразиями с отрицательными эйнштейновыми константами. Общая 
структурная теорема для римановых риччи–полусимметрических многообра-
зий гласит, что гладкое риманово многообразие M  удовлетворяет условию 

  0, 1 RYXR  тогда и только тогда, когда оно является или двумерным, или 

эйнштейновым, или полуэйнштейновым, или прямым произведением (локально) 
таких многообразий [13].  

Пусть M  является m -мерным подмногообразием n -мерного евклидова 

пространства nE , а g  индуцированная метрика на M . Если ~  риманова 

связность на nE , то для любых касательных к M  векторных полей YX ,  и 

любого нормального к M  векторного поля   полагаем  

 ,,
~

2 YXYY XX      
 XX XA

~
, 

где в правых частях YX  и  XA  обозначают касательную, а  YX ,2  и 

 X ─ нормальную компоненты. Эти формулы называются формулами 

Гаусса и Вейнгартена соответственно. Связность   является связностью 

Леви-Чивита индуцированной на M  метрики g , а 2 ─ билинейной симмет-

рической формой, определённой на    MTMT   (  MT  ─ касательное 

расслоение) со значениями в нормальном расслоении  MT  . Форма 2  на-

зывается второй фундаментальной формой подмногообразия M . Выражение 

 XA  линейно по каждому аргументу и связано с 2  по формуле 
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       ,,, 2 YXYXAg , где  , скалярное произведение в nE . Отсюда 

следует, что в каждой точке Mx  для любого  MTx
  A  является 

симметрическим эндоморфизмом касательного пространства  MTx . Он на-

зывается вторым фундаментальным тензором, соответствующим нормаль-

ному векторному полю  . В формуле Вейнгартена нормальная компонента 

 X  от X~  определяет в  MT   некоторую метрическую связность  , 

называемую нормальной связностью. Тензоры кривизны R  и R  связностей 

 ,   определяются равенствами 

   ZZZZYXR YXXYYX ,,  , 

      YXXYYXYXR ,, . 

При 0R  подмногообразие M  называется локально евклидовым, а 

при 0R  − нормально плоским. Тензор Риччи 1R  для M  определяется че-

рез R  так же, как и для риманова многообразия. Если 02  , то подмного-

образие M  называется вполне геодезическим. В nE  вполне геодезическое 

подмногообразие является плоскостью соответствующей размерности. Как 

известно (см.[1]), связность     называется связностью Ван дер 

Вардена-Бортолотти. Оператор кривизны этой связности определяется равен-

ством    ,, X Y Y X X YR X Y Z      . Если   2, 0R X Y    для любых 

,X Y , то подмногообразие называется полупараллельным. 

Изометрическое погружение nEM   называется произведением пог-

ружений 
 nEM  , если rMMM  1 , 

rnnn EEE  
1

 и любые 

два подпространства 
nE  и 

n
E      ортогональны в nE . В этом случае 

говорят, что M  является прямым произведением подмногообразий 

rMM ,,1   или является приводимым. Если изометрическое погружение 

nr EMMM  1  неприводимо в nE  как подмногообразие, то оно назы-

вается сплетающимся произведением подмногообразий rMM ,,1  . 

В вопросах локальной приводимости важную роль играет следующий 
признак. 
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Пусть в области U  на подмногообразии M  в nE  заданы попарно 

ортогональные распределения 

r ,,1         UxUTxx xr  1 . 

Если они параллельны в римановой связности   на M  и сопряжены 

относительно второй фундаментальной формы 2  (т.е.  2 , 0X Y   

X    и ,Y      ), то они интегрируемы, а область U  является 

прямым произведением их интегральных многообразий rMM ,,1   [18]. 

V - и Z - разложения З. Сабо. Доказательство структурных теорем для 

риччи-полусимметрических подмногообразий основано на V - и Z -разложе-

ниях касательного пространства риманова многообразия. В этой связи напом-
ним конструкцию этих разложений. 

Пусть M риманово многообразие и Mx фиксированная точка. В 

линейном пространстве кососимметрических линейных операторов 

   MTMT xx   рассмотрим линейное подпространство xh , натянутое на 

элементы  YXRx , , где  MTYX x, , т.е.  YXRspanh xx , . Для произ-

вольных двух элементов  YXRx ,  и  WZRx ,  из xh  определим коммутатор 

по формуле 

            YXRWZRWZRYXRWZRYXR xxxxxx ,,,,,,,  . 

Обозначим через xh  алгебру Ли, порождённую множеством xh  отно-

сительно этой операции, и пусть xP ─ связная подгруппа группы изометрий в 

 MTx , определенная алгеброй Ли xh . Эта группа называется примитивной 

группой голономии в точке x . Пусть 

       t
xxxx VVVMT  10  

является неприводимым разложением пространства  MTx  относительно xP . 

Подпространства 
)(

xV  инвариантны относительно действия xP  и попарно 

вполне ортогональны. Более того, xP  действует на  0
xV  тривиально, а на 

  ( 0)xV     неприводимо. Это разложение называется V разложением 
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пространства  MTx . Легко показать, что  0
xV  совпадает c пространством 

дефектности  0
xT . 

Лемма 1 (З. Сабо [5]). На римановом многообразии M  класса C  

существует всюду плотное открытое множество G , на котором размер-

ности подпространств  
xV  постоянны, V разложение единственно с точ-

ностью до порядка прямых слагаемых, а соответствующие распределения 
 V  обладают на G  следующими свойствами: 

 
   

 
    ,, 00

00  VVVV
VV

   
      ,00 

 VVV
V

   

 
      ,0 

 VVV
V

   
    ,

 VV
V

  ,   0,  , 

где запись  
   

 VV
V

  обозначает, что для любых  VX   и  VY   

вектор  xX Y  принадлежит  
xV . 

Из приведённых в этой теореме включений следует, что распределения 
 V , вообще говоря, неинтегрируемы и не являются параллельными на M  

(хотя параллельность некоторых из них не исключается). Однако их всегда 
можно расширить (в смысле размерности) до параллельных (и, следовательно, 
интегрируемых) распределений методом З. Сабо [6], суть которого состоит в 

следующем. Пусть  
xZ – подпространство в  MTx , натянутое на векторы  

,,,,,, |1|3|2|1 1211
 xkXXxXXxXx XXXX

k    

где все kX  принадлежат  V , 0 . По определению, полагаем 

       t
xxx ZZZ 10 , где    обозначает ортогональное дополнение в 

 MTx . Легко видеть, что    00
xx VZ  ,    

xx ZV  , 0 . Из включений, 

фигурирующих в лемме 1, следует, что расширение подпространства  
xV , 

( 0)   до  
xZ  происходит только за счёт подпространства  0

xV . 

Лемма 2 (З.Сабо [5]). Подпространства  
xZ , Gx , попарно орто-

гональны, и существует всюду плотное открытое множество MGG  , 

на котором  
xZ  имеют постоянные размерности, а распределения  Z  

параллельны в римановой связности на M . 
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Разложение        t
xxxx ZZZMT  10  называется Z разложением 

пространства  MTx . 

Формулировка теорем разложения. С использованием V - и Z - раз-
ложений З. Сабо, а также ряда известных результатов о нормально плоских 

подмногообразиях в nE  были получены следующие результаты. 

Теорема 1. В евклидовом пространстве nE  нормально плоское подмно-

гообразие M  удовлетворяет условию 0),( 1 RYXR  тогда и только тогда, 

когда оно является открытой частью одного из следующих подмногообразий: 
(1) нормально плоского двумерного подмногообразия, 
(2) нормально плоского эйнштейнова (в частности, риччи- плоского, 

локально евклидова) подмногообразия, 
(3) нормально плоского полуэйнштейнова подмногообразия,  
(4) нормально плоского сплетающегося произведения полуэйнштейно-

вых подмногообразий и риччи-плоского подмногообразия (возможно, нулевой 
размерности),  

(5) прямого произведения перечисленных выше классов подмногообразий. 
 Из этой теоремы следует, что задача исследования и геометрического 

описания нормально плоских риччи-полусимметрических подмногообразий в 
евклидовых пространствах в основном сводится к исследованию эйнштейно-
вых и полуэйнштейновых подмногообразий. Полуэйнштейновы подмногооб-
разия в виде конусов над прямым произведением сфер, представляющим со-
бой эйнштейново многообразие, описаны в [14] - [16].  

Теорема 2. Пусть M  является нормально плоским риччи-полусиммет-

рическим подмногообразием в nE  с ненулевым индексом дефектности. Если 

собственное распределение тензора Риччи 1R , отвечающее нулевому соб-

ственному значению, является параллельным, то M  разлагается в прямое 

произведение нормально плоских подмногообразий    rMM ,,1  , где  1M  ─ 

риччи-плоское подмногообразие с таким же индексом дефектности, что и 

M , а каждое  M   ( 1)   является или неплоским двумерным, или эйнштей-

новым (но не риччи-плоским) подмногообразием. 

Теорема 3. Пусть M  является нормально плоским риччи-полусиммет-

рическим подмногообразием в nE  с ненулевым индексом дефектности и пусть 

распределение дефектности  0V  является омбилическим относительно любого 
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нормального векторного поля  , т.е.   XXA     0
xX V  . Тогда M  

локально разлагается в прямое произведение двумерных, эйнштейновых и 
полуэйнштейновых нормально плоских подмногообразий. 

Следствие 1. Пусть M  является нормально плоским риччи-полусим-

метрическим подмногообразием в nE  и 1dim )0( V . Тогда M  разлагается 

в произведение так же, как и в теореме 3. 

Следствие 2. Пусть M  является нормально плоским риччи-полусим-

метрическим подмногообразием в nE  с ненулевым индексом дефектности и 

пусть собственное распределение 1  тензора Риччи 1R , отвечающее нуле-

вому собственному значению, является омбилическим относительно всех тен-

зоров A , т.е.   1 XXXA   . Тогда M  разлагается в произведение 

так же, как и в теореме 3. 

Пусть 2 вторая фундаментальная форма подмногообразия M  в nE . 

Индексом относительной дефектности в точке Mx  называется размерность 

подпространства       MTYYXMTXT xxx  0,; 2 . Справедливо 

включение  0
xx TT   [17]. 

Теорема 4. Пусть M  является нормально плоским риччи-полусиммет-

рическим подмногообразием в nE  и пусть его индекс дефектности совпадает 

с индексом относительной дефектности. Тогда M  разлагается в прямое 
произведение так же , как и в теореме 3. 

 Теорема 5. Пусть M  является нормально плоским минимальным 
риччи-полусимметрическим подмногообразием в евклидовом пространстве 

nE . Тогда M  разлагается в прямое произведение нормально плоских мини-

мальных подмногообразий    rMM ,...,1 , где каждое  M  является или дву-

мерным, или эйнштейновым, или полуэйнштейновым.  

Теорема 6. Нормально плоское подмногообразие M  в nE  имеет парал-

лельный тензор Риччи 1R  тогда и только тогда, когда оно эйнштейново или 

локально разлагается в прямое произведение эйнштейновых нормально плоских 
подмногообразий.  

Теорема 7. Риччи-полусимметрическое подмногообразие M  с нулевым 

индексом дефектности в nE  является сплетающимся произведением двумер-
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ных и эйнштейновых подмногообразий с нулевым индексом дефектности. 

Нормально плоское риччи-полусимметрическое подмногообразие M  с нуле-

вым индексом дефектности в nE  локально является прямым произведением 

двумерных и эйнштейновых подмногообразий.  

Теорема 8. Каждое полупараллельное подмногообразие M  с нулевым 

индексом дефектности в nE  локально является прямым произведением псевдо-

омбилических полупараллельных подмногообразий.  
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Վ.Ա. ՄԻՐԶՈՅԱՆ 

ՎԵՐԼՈՒԾՈՒԹՅԱՆ ԹԵՈՐԵՄՆԵՐ ՆՈՐՄԱԼ ՀԱՐԹ ՐԻՉՉԻ ԿԻՍԱՍԻՄԵՏՐԻԿ 
ԵՆԹԱԲԱԶՄԱՁԵՎՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ ՀԱՄԱՐ  

էվկլիդեսյան տարածություններում բերվում են կառուցվածքային թեորեմներ նոր-
մալ հարթ Րիչչի կիսասիմետռիկ ենթաբազմաձևությունների որոշ դասերի համար: 

Առանցքային բառեր. էյնշտեյնյան, կիսաէյնշտեյնյան և կիսազուգահեռ ենթաբազ-
մաձևություններ, կիսասիմետրիկ և րիչչի–կիսասիմետրիկ ենթաբազմա-ձևություններ: 

V.A. MIRZOYAN 

DECOMPOSITION THEOREMS FOR NORMALLY FLAT RICCI-
SEMISYMMETRIC SUBMANIFOLDS 

Structure theorems for some classes of normally flat Ricci-semisymmetric submanifolds 
in Euclidean spaces are given. 

Keywords: Einstein, semi-Einstein and semiparallel submanifolds, semisymmetric 
and ricci-semisymmetric submanifolds. 

 
 
 
 
 
 
 


