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Предлагается метод определения оптимальной дисперсии гранулометрической 

характеристики помола руды. Известно, что технологические системы измельчения 

рудного сырья имеют ярко выраженный случайный характер. Следовательно, 

детерминированные подходы их анализа и математического моделирования уводят 

нас далеко от реальных задач, а полученные такими методами результаты, естест-

венно, далеки от действительности и не могут обеспечить обоснованное управление 

исследуемыми процессами измельчения. Поэтому необходимо пользоваться совре-

менными методами стохастического моделирования с учетом существующих неопре-

деленностей, которые задаются в виде законов распределения случайных параметров 

управления. С этой точки зрения, для технологических процессов помола рудного 

сырья необходимо построить математические интегральные модели, содержащие 

управляемые дисперсии гранулометрических характеристик, с одновременным уче-

том функции вклада, обеспечивающие максимальное извлечение металла в после-

дующем процессе флотации. В качестве критерия эффективности, используя инте-

гральную модель, являющуюся математическим ожиданием детерминированной 

функции вклада, при помощи вариации дисперсии гранулометрической характе-

ристики в технологически  разумных пределах выбрано оптимальное численное 

значение дисперсии, при котором достигается максимальное извлечение металла.  

        Дана общая постановка задачи, показано существование решения оптимальной 

формы гранулометрической характеристики в классе непрерывных функций, предло-

жен способ решения с применением метода оптимальной дисперсии. На примере 

технологического процесса измельчения медно-молибденовой руды в Каджаранском 

медномолибденовом комбинате решена модельная задача выбора оптимальной фор-

мы гранулометрической характеристики в классе предложенного нами закона 

распределения, которая является зеркальным отображением известной релеевской 

дифференциальной плотности распределения. Показано, что по мере возрастания 

дисперсии гранулометрической характеристики левосторонняя асимметрия увеличи-

вается. Процесс поиска оптимальной формы гранулометрической характеристики 

реализован в среде программного пакета MathCad-14. 
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Введение. Технологические процессы обогащения руд цветных металлов 

обладают рядом общих характеристик и законaми распределения вероятнос-

тей измельченного рудного сырья - гранулометрической характеристикой [1].        

В продуктах измельченной руды находятся частицы различных 

минералов и шлаков с различными свойствами. Измельченные частицы в 

пульпе имеют различные геометрические формы и размеры, и даже их 

средние диаметры в достаточно широких диапазонах являются случайными 

величинами. Аналогичная картина наблюдается также в процессах флотации, 

где извлечение ценных компонентов тоже является случайным [2, 3]. 

Исследования специалистов показывают, что эти процессы в общем случае 

являются нестационарными. Вопросам исследования вида гранулометричес-

кой характеристики и функции извлечения металла в процессе флотации 

посвящена обширная литература. В [4] экспериментальным путем получена 

функция извлечения медномолибденовой руды в виде параболы. Этот резуль-

тат почти совпадает с нашими аналогичными результатами. В [5] решена 

задача оптимизации процесса измельчения с учетом взаимосвязанного регу-

лирования производительности и водных режимов измельчения, но без учета 

формы гранулометрической характеристики. А в [6] экспериментальным 

путем получена гранулометрическая характеристика пульпы на выходе 

мельницы, которая по форме близка к нормальному распределению, но имеет 

явную правую асимметрию, что, на наш взгляд, сомнительно. Считаем, что  

наиболее обосновано наличие левой асимметрии. В [7] рассмотрена задача 

оптимизации процесса измельчения медномолибденовой руды на основе 

оптических методов. Как показал обзор литературы, вопросами оптимизации 

формы гранулометрической характеристики в течение тонкого измельчения в 

настоящее время практически не занимаются, тогда как судьба рацио-

нального использования рудного сырья фактически решается в процессе 

тонкого измельчения. Поэтому считаем, что поиск оптимального непрерыв-

ного закона распределения размеров частиц   является актуальной задачей. 

Постановка задачи. Целью работы является построение интегральной 

модели эффективности процесса тонкого измельчения для определения 

оптимальной формы непрерывной гранулометрической характеристики, что 

обеспечивает рациональное использование дорогостоящего рудного сырья. 

Методы исследования. Процесс измельчения рудного сырья предла-

гается рассматривать как процесс преобразования входной гранулометри-

ческой характеристики дробленой руды в некоторую текущую гранхарак-

теристику продукта тонкого измельчения (рис.1), причем математическое 

описание этой характеристики во времени не меняется, а дисперсия этого 

распределения возрастает. Еще в 1941 г. академик А.Н. Колмогоров теоре-

тически доказал, что гранулометрическая характеристика продуктов дробле-



97 

ния частиц подчиняется логарифмически-нормальному закону распределения 

вероятностей [1]: 

                   𝑓(𝑥, 𝑚. 𝜎) =
1

𝜎𝑥√2𝜋 
𝑒

−
(𝑙𝑛𝑥−𝑚)2

2𝜎2 , x≥0.                               (1) 

        В течение помола дисперсия гранулометрической характеристики посте-

пенно возрастает, достигая в некоторый момент оптимальной формы, и в 

результате дальнейшего измельчения (перемола) она уходит от оптимальной 

формы, вследствие чего дорогие частицы металла оказываются в хвостах.  

    Однако наши экспериментальные исследования показали, что текущие 

формы гранулометрической характеристики удобнее представить в виде зер-

кального отображения известного релеевского закона плотности распре-

деления: 

                𝑓(𝑥) = −
(𝑥−𝑥𝑚𝑎𝑥)

𝑀2 𝑒
−

(𝑥−𝑥𝑚𝑎𝑥)2

2𝑀2  .                                        (2) 

Результаты исследования. На рисунке показаны текущие формы этой 

характеристики при фиксированных значениях дисперсии. 

Известно, что в настоящее время логарифмически-нормальный закон 

распределения частиц не использован для поиска оптимальной формы грану-

лометрической характеристики. По-видимому, причина кроется в отсутствии 

подходящего критерия оптимального извлечения металлов. В настоящее 

время существуют достаточно хорошо исследованные интегральные модели 

эффективности вероятностных технологических процессов [2, 3], при 

использовании которых можно найти оптимальные формы гранулометри-

ческих характеристик и рационально использовать исходный рудный мате-

риал. С этой целью предлагается следующий интеграл эффективности [3]: 

𝐼(𝑥, 𝑚. 𝜎) = ∫ 𝐶(𝑥)𝑓(𝑥, 𝑚, 𝜎)𝑑𝑥 → 𝑚𝑎𝑥,
𝑏

𝑎
                                  (3) 

где   x -  размеры частиц; m - математическое ожидание диаметров частиц; 𝜎 - 

среднеквадратическое отклонение диаметров частиц; 𝐶(𝑥) − функция извле-

чения, которая известна для конкретного технологического процесса измель-

чения; а и b – границы интервала диаметров частиц, удачно извлекаемые на 

следующем этапе флотации.  

Интеграл (3) является математическим ожиданием функции извлечения, 

которая тем точнее, чем шире диапазон интегрирования б − а. На рисунке 

показано изменение формы гранулометрический характеристики в процессе 

тонкого измельчения рудного сырья. Видно, что в зависимостии от продол-

жительности процесса помола дисперсия гранулометрической характе-

ристики постепенно увеличивается. 
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В параметрическом интеграле (2), изменяя численные значения 𝜎 в 

разумных пределах с требуемым шагом ∆𝜎, можно без аналитического 

решения уравнения (которое в общем случае может и не существовать) 

𝜕𝐼(𝑥,𝑚,𝜎)

𝜕𝜎
= 0                                                          (4) 

найти оптимальное численное значение  среднеквадратического отклонения. 

Практическое значение работы заключается в том, что путем опреде-

ления изложенным методом оптимальной формы гранулометрической харак-

теристики и ее поддержания в процессе тонкого измельчения при помощи 

управления потоком подающей в мельницу воды можно значительно повы-

сить эффективность использования рудного сырья. 

Численный пример. Пусть известны числовые характеристики закона 

распределения частиц конкретного технологического процесса тонкого 

измельчения при условных значениях m=1, 𝜎 =1. Примем заданной также 

функцию извлечения в виде функции второй степени, которая положительна 

в пределах (𝑎, 𝑏), внутри которого имеет максимум, проходит через заданные 

точки a и b, а вне диапазона (𝑎, 𝑏)  имеет отрицательные значения, т.е. 

частицы со средними размерами меньше a и больше b не флотируются. В 

частном случае принимаем, что a=1, b=4.  

        В качестве    примера используем следующую функцию извлечения:   

         C(x) = -0,5x2 + 2,5x-2 .                                              (5) 

        Тогда первоначальное значение эффективности (3) составит 0,365 ед. 

Принимая величину шага поиска оптимальной дисперсии ∆𝜎 = 0,1 единиц, 

исследуем поведение интеграла эффективности (3). 
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 Исследование интеграла эффективности извлечения на максимум произ-

ведено в среде пакета программ MATHCAD-14. Изменяя величину средне-

квадратического отклонения от 0,1 до 1,0, получим численные значения 

эффективности извлечения, представленные в таблице. 

                                                                                                                                     Таблица                         

Результаты исследования интеграла эффективности                             

σ 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

I(σ) 0,300 0,318 0,334 0,347 0,358 

σ 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 

I(σ) 0,366 0,371 0,373 0,371 0,365 

 

Эффективность достигает максимального значения при σопт= 0,7, Imax= 

=0,371. 

       Таким образом, успех флотации, в смысле наилучшего извлечения 

металла, уже предрешен процессом тонкого измельчения. Отсюда следует, 

что для рационального использования рудного сырья необходимо на вход 

процесса флотации подавать пульпу не случайной формой гранулометри-

ческой характеристики, а уже оптимальной. 

        Заключение. Показано, что оптимальным выбором дисперсии (сред-

неквадратического отклонения) можно выявить и использовать скрытые 

возможности процесса измельчения руд, тем самым обеспечивая наиболее 

рациональное использование рудного сырья. Предложенный подход с 

успехом можно использовать для любых металлических руд. 
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A METHOD FOR DETERMINING THE OPTIMAL GRANULOMETRIC

CHARACTERISTICS OF THE GRINDING PRODUCTS

T.A. Nalchadzhyan, N.A. Nikoyan 

 

A method for determining the optimal dispersion of the granulometric characteristics 

of ore grinding is proposed. It is known that the technological systems for grinding ore raw 

materials have a pronounced random character, therefore, deterministic approaches to their 

analysis and mathematical modeling take us far from real tasks, and results obtained 

through such methods are far from reality and cannot provide reasonable control over the 

studied grinding processes. Therefore, it is necessary to use modern methods of stochastic 

modeling, taking into account the existing uncertainties adhere to random distribution laws. 

From this point of view, for technological processes of grinding ore raw materials, it is 

necessary to construct mathematical integrated models containing controlled dispersions of 

granulometric characteristics while taking into account the contribution function, ensuring 

the maximum metal recovery in a subsequent flotation process. As an efficiency criterion 

using the integral, which is the mathematical expectation of the determinate contribution 

function, by varying the dispersion of the particle size distribution within technologically 

reasonable limits, we choose the optimal numerical value of the dispersion at which the 

maximum metal recovery is achieved. 

 A general statement of the problem is given, the existence of a solution of optimal 

form of particle size distribution in the class of continuous functions is shown, a solution 

method using the optimal dispersion method is proposed. Using the example of the 

technological process of grinding copper-molybdenum ore in the Kajaran copper-

molybdenum combine, the specific problem of choosing the optimal shape of particle size 

distribution in the class of the proposed distribution law is solved, which is a mirror image 

of the well-known Rayleigh differential distribution density. It has been shown that the 

higher is the particle size distribution dispersion the higher is left-side asymmetry. 

The process of searching for the optimal form of particle size distribution was carried 

out in the environment of the MathCad-14 software package.  

Keywords: fine grinding, particle size distribution, optimal recovery, flotation. 


